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第一章导体的靜电学 

§ 1导体的靜电場 

茇观电动力学的对象是硏究被物质所充滿的空間內的电磁 
場。和任何宏观理論一样，在电动力学中所处理的物理量是按照 
“物理无限小”体积元所求得的平均値，对于这些物理量因物质的 
分子結构而引起的微观变化，則不感兴趣。例如，不采用电場强度 

的实际“微观”値 e , 我們将硏究它的平均値，这平均値表示为 

e~E (1.1) 

对眞空內的电磁場方程求平均値，就得到連續媒质电动力学 
的_本方程。这种从微观方程变換到宏观方程的方法，是由 r . A . 
洛&茲 首先提出的。 ■ 

宏观电动力学方程的形状和所包含的物理量的意义，主要决 
定于媒质的物理性质以及場随时間变化的特性。因此，分别就每 
一类物理对象进行推导和硏究这些方程，是很合理的。 

大家知道，所有的物体按照它們的电学性质，可分成两大 
类一导体和电介质，前者和后者的区 別是： 一切电場在导体內引 

4 

起电荷运动，即产生电 流①。 

我們从硏究锴电导体所产生的恒定电場开始(导体的靜电学)， 
首先从导体的基本性质可知,在靜电学的情况下，导体內的电場强 
度必須等于零。实际上，不为零的电場强度 E 将引起电流的 产生； 
而且电流在导体內流动要引起能量的損耗，因而就不能自己（沒有 

①但是必須說明，这里假定了导体是均勻的（指成分、溫度等）。如后文将讲到 
的，在不均穹的导体內可能存在电揚，伹不会引起电荷的运动。 
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-外加电源）維持在稳定状态^ 

由此可知，导体上的全部电荷应該分布于导体表面，因为导体 
內部如果存在电荷，必然在导体內产生电場电荷沿导体表面的 
分布可以这样实現，使这些电荷在导体內部产生的电場互相抵銷。 
因此，导体的靜电学問題，就归結为确定导体以外的眞空內的 

f 

电場和电荷沿导体表面的分布。 

在不十分靠近导体表面的各点处，眞空內的平均电場 E , 事实 
上和实在的电場 e 相等。离导体很近的地方必須发生了不規則的 
分子場的影晌，这两个量才有差別。伹是，后一情况幷不会影响平 

均場方程的形状。眞空內的精确的麦克斯韦微观方程是 

div e = 0, (1. 2) 

. A 1 9K on 

rot 0 = — ^ (1. 3) 

c dt 

(式中 h 是微观磁場强度)。因为假定平均磁場不存在，因而导数 
^經过平均后变成零；于是我們得到，眞空內的恒定电場滿足普 

dt 

通方程： 

V * 

•’、 divE = 0, rot E = 0, > (1. 4) 

这也就是势为9的势場，势和电場强度的关系为 

E = — grad % (1- 5) 

幷且滿足拉普拉斯 方程： 

0 

Agp = 0. (1. 6) 

电場 E 在导体表面上的边界条件，可从方程 rotE = 0 得出， 
这个方程[和起始方程 （1. 3) —样]在导体外和导体內都同样正确。 
我們选擇导体表面某一点的法綫方向为3軸。于是在导体表面的 
紧邻近，电場分量尼达到很大的数値（由于在很小距离上存在一 

0下面引入的方程 （1.8), 可明显地看出这一点。 
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有限的电势差)。这种很大的場是导体表面的一种性质9幷且决定 
于导体表面的物理特性，但和我們所硏究的靜电学問題沒有关系， 
因为当距离达到原子距离时，它已迅速降落。但是重要的是，导 

体表面如果是均勻的，那末沿导体表面的导数仍保持有 

dr 

限値，尽管本身会变成无穷大。因此，由 

(rotE ), = ^-^ = 0 
dy 3z 

可知，^是有限的。这表明，在导体表面上，私是連續的（因为 

尽的突变表明导数^变为无穷大)。同样尾也是如此，但是因 

_ - • - ■ 

为在导体內总是 E = 0, 所以我們得到 結論： 在导体表面上，外电場 
的切向分量必須变为零： 

E ； =0. (1.7) 

由此可見，在导体表面的毎一点处，靜电場应垂直于导体表面。因 
为 E=—grad 9 ,因而这表明在任何导体的全部表面上，电場势应 
为常数。換句話說，均勻导体的表面是靜电場的等势面。 

垂直于导体表面的电場分量和分布于导体表面的电荷密度之 
間，存在一个非常簡单的关系，这关系可从普遍的电动力学方程 
dive =47 rp 得出，这方程經平均后給出 • 

divE = (1. 8) 

式中 J 5 是平均电荷密度^大家知道，这方程写成积分形式表明，通 
过閉合面的电通量等于这閉合面所包圍的体积內的总电荷（乘上 
4 tt ) 0 把这定理应用到无限靠近的两个单位面积所包圍的体积元 

上（两单位面积的两側和导体面接 触）， 幷考虑到在內面的面积上 

■ • • 

E = 0, 于是得到 j 57 w = 4 mr ， 式中 cr 是电荷的面密度，也就是导体表 

面单位面积上的电荷。因此，导体表面的_荷分布，由下式給出 

✓ 
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47七=爲=一孕 (1. 9) * 

2 n 

(場势导数取在导体表面的外法綫方向）。导体上的总电荷为 

一忐概， ai0) 

式中的积分对导体的全部表面进行。 

任何靜电場內的电势分布，具有下面一种奇异 性质： 势函数 
9 # 0、 y 、 d 只在电場区域的边界上有极大値或极小値。这个定理也 
可表述成这样的 說法： 带到电場內的試驗电荷 e 不可能保持稳定 
平衡，因为在电場內，沒有任何一点处的势能呼是极小値。 

这个定理的证明是非常簡单的。例如，我們假設在某一点』 
处（不在場的边界上）电势有极大値。于是我們可以用二个很小的 

封閉面把 i 点包圍起来,在封閉面上各处的法向导数 _<0 。 因而 


遍这个面的积分 J ^ d /<0 o 但是由于拉~普拉斯 方程: 


|^/=|asp^-0 ! 


这是和假設相矛盾的。 
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現在我們来計算带电导体的靜电备的总能量铋®: 

心妇 ㈣ 


( 2 . 1 ) 


式中的积分对导体外的全部空間进行。我們把这积分变換 如下: 


① 平方污 2 幷不和导体表面附近以及导体內（此处 E = 0 9 当然辟手0)的实在濞 
的均方値菸相等。在計算积分 (11) 时，我們略去了不感兴趣的导体的內能和电荷与 
导体表面的亲和能： ’ 
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—-^7jEgx*adg)^^ = —^^*|div(9E)(iF+ 

+ 去 Jg^divE，. ‘ 

% 

由于 （1.4) 式，第二个积分变为零，而第一个积分可以变換成遍包 
圍場的导体表面和遍无限远表面的积分。但是，后一积分由于場 
在无穷远处衰戚得相当快，因而变成零。用下角标 a 表示导体，幷 
用表示每个导体上的恒定电势値，于是得到① 

% = 去 2 + ^ E ndf = 去+ E ^ d f- 

a a J 

末了，根据 （1. 10) 式引入导体的总电荷 e a ， 于是最后得到下列表 
达式： 

= ^~^^ c a9a> (2. 2) 

a 

这个式子和点电荷系統的能量表达式相类似。 

导体的电荷和电势不可能同时用任意方式 給定； 在它們之間 
存在一定的关系。由于眞空內的場方程是綫性和齐次的，因而这 
种关系也必須是綫性的，即可用下列的关系式 表示： " 

^ I Cgb ^ h ^ (2. 3) 

b 

式中的量 C ^ a 、 是长度的量網，幷且取决于导体的形状和它們 
的相互位匱。量 O aa 称为电容系数，而量妾 &) 称为靜电咸应 
系数。特別是，如果只有一个导体，則 e = 其中 C 是 电容； 电容 
的数量級和导体的綫度相同。用电荷表示电势的逆式是 


①在这里和下面，变換体积分为面积分时，必須注意，是导体外法綫方向上 
的电濞分量，这个方向和进行体积分的区域（卽导体外的空間）的外法綫方向相反。因 
此，在变換时积分的正負号改变。 
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9a ^ > lCg\e^ 


(14) 


式中系数 GZI 所組成的矩陣是系数所組成的矩陣的逆矩陣。 

» • 

現在来計算导体系統当其电荷或电势发生无穷小变化时的能 
量变化。将初始方程 （2.1) 变分，我們得到 




^4^1 E 


SE 狀， 


这个表达式可以用两种等效的方法进一步变換。代入 E =- 
- grad % 幷注意到变分后的場，和初始場一样，滿足方程 （1. 4)( 因 
而 divSE = 0), 于是我們有 

grad 9 * 8 EcfT = —| div ( 9SE)<IF = 

=手 ^E n df J 

a J 


或者最后写成 




(2. 5) 


也就是我們得到用电荷变化所表示的能量变化。但是，显而易見， 
这結果也就是将无穷小电荷 S 〜从无穷远处（其电場势等于零）带 

到“定导体上所必須作的功。 

. 1 

另一方面，可以写出 


8^ = 


--^-|Kgrad Sq> 9 d[ 

^ E n df , 


4 t 7 T 


^div (KS^dV 


或:者写成 


抑 a ， 


(2. 6) 
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也就是能量变化可用导体的电势变化来表示。 

公式 (2. 5) 和 （2. 6) 指明，将能量议对电荷求微分，我們就得到 
导体的电势，而驭对电勢的导数給出电 荷値： 


2m 3 % 

q —= 9 a > = S ay 

3 <pa 

K 

另一方面，电势和电荷互相为綫性函数。利用 (2. 


(2,7) 

3) 式，我們有 


二 de b — r 

改变微分的次序，我們得到 CU 。 由此可見， 

G ab = C ba (2.8) 

(同样 <72 = 6/3：^于是能量级可以表示成电势或电荷的二 次式： 

■ • ， . ■ 

r 

= ^ ab^Pa^b = ( 2 - 


这个二次式和初始式子 （2. 1) —样，必須取有限的正値。从这条件 
可导出系数仏 6 所滿足的不等式。特別是，全部电容系数都是 
正的： 

C aa >0. 

(以及 C 3>0) ① 

* 相反地，全部靜电感应系数都是負的： 

O ab <0 y (a 柏 ) • 

从下面的簡单討論，可以明显地看出这种情况。假設全部导 
体，除其中第《个导体外，一律接地，也就是說，它們的电势都等于 
零。于是由第》个带电导体在某一导体6上所威生的电荷等于 
e b = C ba ^ 十分显然，感生电荷的正負号和感应电势的正負号相 
反，因而 G 6 C 0。 根据靜电場的电势在导体外不可能达到极大値 
和极小値，可以更严格地证明这一点。例如，假設唯一未接地的导 


( 2 . 10 ) 

^ ( 2 . 11 ) 


①我們也可证明，在（ 2 . 3 )式为正值的条件下，还出瑛不等式： CaaC bb > C ^ 
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体的电势为％>0。于是在 座部空 閧內，电势也将是正的，只在接 
地导体上，电势才达到最小値（零値）。由此得出，在接地导体的表 

面，电势的法向导数 g 是正的，而按照 （1.10) 式，它們的电荷是 

負的。 , 

根据相似的考虑，可以证明 Cal >0 o 

导体的靜电場能量具有某种极値的性质，誠然，这性质与其說 
是物理的特征，无宁說是一种形式的特征。为了导出这种性质，我 
們假設导体上的电荷分布发生了一无穷小的变化（但毎+导体的 

钂 

总电荷不变），因而电荷也有可能落入导体的內部；这时我們撇开 
不談这种电荷分布实际上不可能是稳定的。現在我們来硏究相应 
的积分的变化： 

\ 07T J . 

这个积分現在必須扩展到全部空間，包括导体本身的体积在內（因. 
为电荷移动以后，电場 E —般說来在导体內部也不为零)。我們 
写出 


me 


=— grad 9 *SEdF = 
4 tt ， 


4tt 


jdiv(9-8E) + divSKdV. 


第一个积分变換成对无穷远表面的积分以后变成零。在第二个积 

% • 

分內，由宁 （1. 8) .式，我們得到 div 8 E = 47 r 8 p , 因此广 


\^pdV. 

j 

但是如果9相应于实在的靜电場，这个积分变成零，因为在这种情 
况下，在毎个导体內部 ， 9 =常数，而积分对导体的全部体 


积进行积分后等于零，因为导体的总电荷保持不变。 
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r - m_t_ - ■ r --- - --— - --- - --- - --- - ----- ——- 1*- - -——- | ^- 

V 由此可見，眞实的靜电場能量，和 也荷沿 导体体积侬其他任何 
分布时所产生的电場能量比較，为极小値①（湯姆逊定理）。 

具体地說，从这定理可以得出这样的 結果： 将不带电的导体带 
到給定电荷（带电导体）的电場內，則使电場的总能量减小。为了 
证明这一点，我們只要比較一下未带电导体引入后所建立的眞实 
电場的能量和相应于被引入的导体上不存在威生电荷时的虛电場 
能量，就足够了。第一种能量因为是可能的极小値，所以小于第二 
种能量，而后者則和原来电場的能量相等（因为不存在威生电荷， 
电場“透入”导体內部而无任何变化)。这一結果也能够表述成另 
• 一# 形式： 离电荷系統很远的不带电导体，会受到电荷系統的 
吸 

最后可以证明，带到靜电場內的导体（带电的或不带电的），只 
在电力的作用下，一般不可能保持稳定平衡。这个論断推广了前 
一节末尾所证明的点电荷的相似定理；由結合应用点电荷定理和 
湯姆逊定理，就可以得出这种論断；我們在这里不准备作相应的 
討論 。 

用公式 （2. 9) 来計算各个导体彼此分开有限距离的导体系統 
的能量是非常方便的。但是要計算均勻外电場 ® (可以想像为由无 
穷远处的电荷所产生的）內未带电导体的能量，則需要作特別的硏 

究。 根据 （2. 2) 式，这能量等于你岬，其中 e 是产生电場的远 

处 电满， 而9是所硏究的导体在电荷 e 所在的点处所产生的电势 
(从從內消去了电荷 e 在其本征場 A 的能量，因为它与我們要計算 
的导体能量无关）。导体的电荷虽然等于零，但在外电場的作用 
下，导体得到电偶极矩我們用深表示它。大家知道，电偶极子在 


① 我們在此处不准备铪出簡单的討論，以說明我們所指的是极小値，而 一靛不 
是指极値。 、 
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很大距离 r 处的場势是因此 1 

> 

叵是 4是电荷 e 所产生的电場强度 e 。 所以 

T 

铋=一去承艰. (2.12) 

因为全部場方程 都是峩 性的，因而十分显然，偁极矩笼的分量 
是电場强度 e 的分量的綫性函数。深和 ® 間的比例系数的量綱 
是长度的立方，因而和导体的体积成 正比： 

%= Va ik ( S k ， (2.13) 

、式中系数 aa 只与导体的形状有关。全部的 Va iJO 量耝成一个張量， 
称为导体的极化率張量。这張量是对 称的： (这一論断的 
证明見§ llSTSSST 能量 （2. 12) 可以写成下列 形式： 

(2.14) 


% 

1•試 用系数 表示由两个导体（所带的电荷为士 e ) 所組成的系統的 
互电容 C 7。 

解.两个导体的互电容定义为下列关系式中的 系数： 

e *=(7(92^ 9> i ), v 

于是导体系統的能量用 C 表示为 ◎ 和 (2. 9) 式比較，我們得到 


1 二 p -1 n^r-l 1 _Gu + 2Cj2^ O 22 

万一 C lA — 26 12 + £7 22 — 0n (7 22 -Of 2 - 

% 

2. 設点电荷 e 位于接地导体系統附近的 O 点处，幷在这些导体上成生 
出电荷 e aD 如果电荷 e 不存在，而其中一个导体（第《个）的电势为 9^( 其余 
导体仍接地），則在0点处的場势为 W 。 試用 和4表示电荷〜。 


. 导体的靜电場能量 、 11 

今 * - 


解.如果导体上的 S 荷心使导体的电势为而电荷 ek 使导淋的电 
势为 <，則从 (2.3) 式 可知： 

9(fiab9b = 

a dyb a 

、 • 

我們把这一关系式应用到由全部导体和一点电荷 e (把后者看作小綫度导体 
的极限情況）所构成的系統的两种状态。在一种状态中有电荷 e， 导体上的 
电荷为.心，电势为〜= 0。在另一种状态中,电荷^ = 0,但有一个导体的电势 
为于是得到 e9/ 0 + e a g/ a = 0, 由此得 


9 a 


例如，若电荷 e 至半徑为 a 的接地导体球的中心的距离为 r(r>a)， 則 g/ 0 
= 而在球上感生的电荷为 一 


試举另一例子，我們来硏究两个接地的半®分別为《和&的同心球間的 

I 

电荷 e (电荷在离球心 r 处，而且 a<r <&)。若外面的球接地，而內面的球充 
电到电势为 5P。， 則在距离 r 处的电势等于 


9a H T ， 

■ ■ •" • 

a b 


因此，电荷 e 在內面球上所感生的电荷等于 

a(6 —r) 
6 a ==： re r ( b - a ^ 


同理,在外面球上感生的电荷为 


b(r — a) 
t (Jy — a)* 


3. 誅有电容分別为 G 和 C 2 时两个导体， 相隔的 距离为 r, 1 而 r 大于导 
体本身的綫度。試求系数 

解.若导体1带的电荷为以，导体2不带电，則在第一近似 

V_> 

92 ^— 1 这里我們略去了导体2上的电場变化和它的极化强度。于是 d = 
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—— ^ 


/^―1 
°12 


yy 同連，切‘長。由此求得系数 Q 为① 

C7u = ^(l + ^), c a — 甲， 


c 22 ^ c 2 a +^ 


4. 試求圓截面的細导綫做成的圓环的电容 (7 (环半徑为&,导綫截面的 


半徑为 a , 而 b » a )。 

m - 由于圓环很細，在它表面附近的电場和由相同电荷分布于圓环軸綫 
上所?生的电場相等(这对于直圓柱体是精确的）。因此圓杯的电势为 






式中， r 是环面上一点至其軸綫元 dl 的距离，幷对这軸綫进行积分。我們把 

■ 

积分分成两个 区域 : r < A 和 r > A , 其中 A 是这样一个距离，卽 a « A «&。 于 
是在 r <▲时,可以假設圓环的一段是直綫,因而 




f dl 

J N/i 2 +a 2 = 2 

-a 


In 


2 A 
a - 


在区域 r > A 內，可以略去_箱的粗度不計，也卽是假設 r 簡单地是圓环軸綫 
上两点簡的 距离。 '于是 ' 


if-J 

r>K 


bd^p 


2b sin 


(f) 


2 lntg f ， 


式中，是弦 r 所張的中心角，而积分下限由 2bsin(^-) = A 得出，于是 由此 
A 


得到平。 


b 


将积分的商部分相加起来，釐 A 就消去了，最后得到圓环的电 


容〜#式子为 


C 


irb 


S3 


K ?). 


.①展开式以下各項，在普邁情况下，比上面写出的項禽一寡次以上（对+而 首）。 

伹是，若把 r 看成是两导体的“电荷中心”間的距离(对球为几何中心間的距离)， 則以 
下各項的幂次狗髙 2 以上。 


§3.、 靜电学問短的解法 
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§3. 靜电学問題的解法 

在任何表面的給定边屏条件下，求解拉普拉斯方程的普遍方 

• » 

法，已在数_物理的有关章节中进行硏究；詳細叙述这些方法不屬 
于我們的目的。在本节中，我們只限于指出一些比較簡单的方法 
和求解一些有独立意义的典型問題©。 

1. 鏡像法設有一半空間充滿导电媒质，則推定这媒质以外 
的点电荷 e 所产生的电場，是应用所謂鏡像法的最簡单例子。这方 
法的原理是在选擇一些附加的虛点电荷，它們和給定的实电荷一 
起产生电場，使給定导体的表面和电場的一个等势面相合。在現 
在的情况下，要作到这点，可假想点 e 被导电媒质的边界平面所反 
射成一个像点，就在这像点处放上虛电荷 e f =- e 0 * 电荷 e 和它的 
“鏡像所产生的場势为 


9c = e ( +一 去)， （3.1) 

式中， r 和/分別为观測点至点电荷 e 和 V 的距离。在边界平面 
上 ， r = r % 因而电势具有恒定値？ = 于是必要的边界条件实际上 
已被滿足，而由 （3.1) 式就可給出所提問題的解。应該注意，电荷 


、被吸向导体的力为 


鏡槪力)，而相互作用能等于- 


点电荷 e 所戚生的面电荷在边界平面上的分布，由下式 得出： 

(3. 2) 


1 9 (p 
Air 3n 


2 开 r 3 ’ 


式中，《是电荷至平面的距离。容易证明，在边界平面上的总电荷 * 
_等于 ' 


①許多比較复杂問題的解法，参閲 R. Smythe： “靜电学和动电学”， (1954); 
1\ A. rpHH6epr： “电破現象的数学理論問題选集”，（1948)。 
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这正是应得到的結果3 ^ 

旁电荷在原来不带电的被絕緣导体°上所感生的总电荷，不言 
而喩，仍然等于零。因此，在現在的情况下，如果导电媒质（实际 
上是大的导体)是被絕緣的，則必須假設，除电荷一 e 外，还感生出 
电荷 + e ， 但由于后着分布于很大导体的表面上，因而这4荷的密 
度为零； 

其次，我們来硏究一•个更为复杂的問題，即球形导体附近的点 
电荷 e 所产生的电場。要解决这个問題，可利甩下面的容易用直 

接計算证明的結果。两点电荷纟和所产生的場势 

' % 

9 =+ 一 ♦ 

在半徑为 i 2 的球面上变为零，这球面的球心在联接 e 和 V 的延长 
綫上，球心至这些点电荷的距离为 Z 和而且 i , r , i 2 滿足下列 
等式： • 、 

首先假設，球形导体保持等#状态？) = 0(球接地）。于是距离 
球心为 Z 的点电荷6 (在图1中的 Z 点处）在球外所产生的电場， 
将和两个点电荷——实电荷 e 和放在球內 （ a 点）距离球'心为 r 
的虛电荷- V —所耝成的系統所产生的电場相同，而且 

(a 3> 


(3. 4) 

( r 和 〆 如图1所示)。这时在球面上威生出不为零的总电荷，等 


这电場的电势为 


2，=莩， e ^ e 4 


cp =— 


eR 




靜电学問題的脬法 


于 - e '。 电荷和球形导体的相互作用能等于 

CD / ^ _ ^ 二 _ 

2 ( 1 - V ) ^ 2 U 2 — 及 2 )， 

电荷被吸向球的力为 

仰 ― eHR 

一，一^ ?• 


(3. 5) 


如果球形导体所保持的总 
电荷等于零(球被絕緣，幷不带 
电），則必須再引进一个虛电 
荷，使球面上所威生的总电荷 
等于零，而且不能破坏球面上 
电势不变的条件。这把电荷 



十^放在球心上就可以做到。 ^ 1 

这样;-来，所求的电場势由下式 得出： 

9 = *~- ~7 ■—* (3, 6) 

- r r tq 

在这种情况下的相互作用能是 






(a 7) 


最后，若电荷 e 在导电媒质內的球形空腔內(图1的4点处)， 
則空腔內的电場将和电荷 e 及其在球外4点处的“鏡像”所产生的 
电場相等（和导体接地或被絕緣无关)： 

’ 9=4-4^. (3.8) 

r l、T 

2.反演法有一种簡单的方法，使我們在許多情况下可以根 
据一个靜电学問題的已知解答，求出另一个問題的解答。这方法 
的基础是拉普拉斯方程对一定的变数变換为不变式。. 

4 

在球面坐标系內，拉普拉斯方程的形式为 
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r 营) 


|A a 9 = 0, 


式中△。表示拉普拉斯算符的角部分。容易证明，如果按照下式 

於 


(3. 9) 


用新 变数 〆 代換原来的变数 r (称为反演变換），同时用 


9 


R 


9 


(3, 10) 


代換未知的函数 9( 式中 i 2 为常数，其量網与长度的相同，即反演半 
徑)，則上述拉普拉斯方程的形式仍然不变。因此，若’函数 yO ) 滿 
足拉普拉斯方程，則函数 , 

(3.11) 

也是拉普拉斯方程的一个解。 

假設我們已知由具有同一电势抑的导体系統与一点电荷系 • 
統所产生的靜电場問題的解。場势 9 ( r ) 通常規定为在无穷远处 
• 变为零。但是我們現在定义 90) 在无穷远处趋近于-％;于是在 
导体上，9=0。 

現在我們闞明，怎样的靜电学問題可以利用变換后的函数 （3. 
11) 来解出。 首先， 改变全部导体的形状及其相互位置。_于是导体 
表面上电势不变的边界牵件自动得到滿足，因为9 = 0时，9/也将 
等于零^其次，改变全部点电荷的位置及其数値。于是在 r 。 点处 

的电荷移到 d = 的点处，幷得到电荷 〆 ，这电量可用下列方 

式求出。当时，电势 90) 按照定律？ = ■变成无穷大，其 
中 Sr=i •— r 0 。 另一方面，求关索式 r = 的微分，我們发現， 


微小差値 Sr 与 Sr f = 的絕对値之呵存在下列 关系: 


• 靜电学問題的解法 

(8r) 2 =-^(8r0 2 . 
因此，当时，齒数 9 /按定律 

’ 印，=亙 — g _—— 灯 0 ’ 

y 一以 | 8r | ^ R \ Sr f \ 
趋近于无穷大，相应的电荷为 

N 



最后硏究函数 9 / 00 在坐标原点附近的行为。 
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(3. 12) 
r p =. 0 的点相应于 


r — oo 。 但是当 r — >oo 时，函数 9 >( r ) 趋近于 一 外。 自此，当 0 


时，函数 < 按照定律： 

— 争 

T 


变成无穷大，这表明在 r f = 0的点处有电荷 e 0 = - Ef 0o 

为供参考起見，我們在这里 指出： 某些儿何图形在反演变換时 
的变換方式。半徑为《而球心在 r 。 点处的球面方程为 

. ( r - r 0 ) 2 = a 2 

进行反演变換后，就得到 方程： 


{% r， - r °y =° 2 » * 

这方程乘上 r f2 和幷項后变成下列 形式： 


式中 


( r ，_ K ) 2 =« r2 ， 

J i? 2 r 0 a 於 

0= — a 


(3. 13) 


由此可見，我們重新#到半徑为 Y 而球心在 r < 5 点处的另一球面。， 
如果原来的球通过坐标原点 （ a = r 。)， 則 a f =^- 在这种情况下，球 
面变/成垂直于方向的平面，幷距离坐标原点为 
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i2 2 R r 

-=- • 

a+ro 2a 


3. 保角映象法只和两个笛卡儿坐标 Or 、 y ) 有关的場称为平 
面場。解平面靜电学問題的有力工具是复变数函数理論。应用这 
一理論的根据 如下。 


’眞空內的靜电場滿足两个 方程： rotE =0 和 divE =0。 由第 
一个方程，我們可以按.引进場势。第二个方程指 
明，除了 9外，我們也可以按照 E - rotA , 引进电場的“矣量势” A 。 
在平面場的情况下，矢量 E 在吻平面內，幷且只和这两个坐标有 
关。相应地，可以这样选擇矢量义,使它处处与即平面垂直。于 
是电場强度分量可表示成9或 A 的导数 形式： 


= 


99 rp 

— ¥ 


9^_ 2 A 
dy dx 


(3. 14) 


但是函数 9> 和 2 的导数之間的这种关系式，从純数学的观点看 
来，和熟知的柯靑-黎曼条件相同，这些条件表示的事实是复数表 
达式： 


w =^— iA (3. 15) 

是复数宗量的解析函敦。这表明，函数 wO ) 在每一点 
处有一定导数，与取导数的方向无关。例如，在$軸方向求微分， 


我們得到 

dw 

— 3 <p . dA 


/ 

dz 

^dx % dx 9 


或者 


• 


• 

\ 

dw 

dz 

―一 Ex iEpy 

(a 16) 


函数 W 就称为复数势。 
电力綫由下列方程 



3. 靜电学問題的解法 19 


求出。把及^和馬^表示成2的导数形式，于是可以把这个方程改 


写为 


9 A 


, 9 A 


dA — 0, 


由此得出，崖(0；，0 =常数 。 由此可見，函数 Wb ) 的虛数部分的等 
値綫代表电力綫。这函数的实数部分的等植:綫就是等势綫。这两 
族綫互相正交，已由初始关系式 （3.14) 保证，按照这些关系式， 


晕 a 


无論解析函数切 oo 的实数部分或虛数部分，都在同样程度上 
滿足拉普拉斯方程。因此，可以同样地取 Imw 作为- 势纟相应地， 
这时力綫由方程 Re 切^常数給出 。'在 这种情说下，代替 (3. 15) 式， 
我們得到 ， 

t 

\ 

w=A+ i<p. 

通过某一 段骞 势綫的电場强度通量由积分 




給出，式中 W 为等势綫元，而 n 是它的法綫方向。根据关系式 


(3. 14), 我們有_ 


9 A 


，同时正負号的选擇表明，如果从 n 方向 


看去，則 I 的正方向指向左方。因此， 


. ^E n dl = ^^dl=A^A 19 


式中 和是等势綫段两端的乂値。特別是通过閉合迴路的电 
場通量等于 47 re , 其中 e 是这迴路所包圍的总电荷（屬于沿$軸方 
向的导体单位长度)。因此， 


r 47 T 

> 

式中 M 是2沿反时針方向繞閉合等势綫一圈的变化。 


(3. 17) 
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__ 、 ，. 

复数势的，最簡单例子，是带电的直导綫（和2軸相合）的場势。 

' - » 

这場的强度由公式 

E r =—, 瓜 =0 

T • 

.給出，式中 r, 没是 a;? /平面內的极坐标，而 e 是导綫单位长度上的 

电荷。相应的复数势为 # 

w — — 2 elnz = — 2 elnr — 2 ieff . (3.18) 

若带电导綫不通过坐标原点，而通过(办，抑）点，則复数势为 

w = — 2eln(22 — ；5 0 ), (3.19) 

式中 z 0 = x 0 +iyoo 

'从数学观点看来，函数关系組成了复变数2的平面 
在复秦数 w 的平面上的保角映象。假定 C 是导体在即平面內的 
截面迴路，而9。为这导体的电势。从上面的討論可知，•求出这导 
体所产生的电場問題，归 j 結为未出一个函数 WOO, 它把2平面內 
. 的迴路 C 映象到 W 平面內平行于纵坐标軸的 u;=9> 。的 綫上。于是 
由实数部分 Rett； 就可得出所硏究的电場势（若函数 wO) 将迴路 C 
映象到卒行于橫坐标軸的綫上，則电势由函数 Imw 得出)。 

4.劈形問題为了#参考起見， 

半平面导体間的空間內的点电荷 e 所产生的电場公式。設柱面坐 
标系 r， 巧;^的3軸和交角的緣相合，而0角从交角的一側 算起； 幷 

假設电荷 e 在 （《，<y,0) 点处（图 
2), 則两平面間的張开角 cx 可以 
也可以 >7T， 在后一种褕况 
下，电荷位于劈形导体以外。 

® 2 电場势由下列公式得出 

:. .. t 

①，这公式最先由 r. 馬窕多納尔特 （1895) 导队它的推导見13頁上提到的 
I\ rpHHGepr 的书。 



§3. 靜电学問癦的解法 
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9 


e 


sh 


7?' 




yi ' 


a 


a 


a ^ 2ar l Ich^- 


a 


a 


ch^i-cos 

a 


7? ■(沒 + y ) 
a 


X 


X 




vch 乙一 chV 


(3. 20) 


ohr] 


a 2 + r 2 + z 2 

2ar 


tj >0 


(在导体表面上，即当 0=0 或 ot 时，电势 ？=0)。_ 

特別是当 o ^2 tt 时，我們就得到点 | 电荷电場內的半平面导体。 

< ♦ i 

在这种情况下,积分 （3. 20) 可以在有限形式下算出为 



， (3.21) 

R = V ^ a 2 + r 2 + z 2 — 2 ar cos (y 一 (9) ， 

JK^ =\ / + r 11 + z* 1 — 2ar cos {y + 0^. 

在极限情况下_，当电場的观測点趋近于电荷 e 所在的與时，則电势 
(3. 21) 取下歹 J 形式 i 




7T— y 

sin 7 


(3. 22) 


第一項是純粹的庫倫势，当 K — 0时变为无穷大，而 g / 痦在电荷 e 
所在的点处由导体所引起的电势变化^于是电荷和半平面导体的 


相互作用能为 




Aird 


1 


上 

一 

* siny — 


(3. 23) 


倒 題 

試求均匀外电場 ® 內未带电球形导体（半徑 B ) 周圍的电場。 
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解.把电势写为 g & = g 3 o + 9 Pi ， 式中抑 3 ^ - 是外电場的电势，而 9 i 是 ’ 
球形导体所引起的电势变化。由于球是对称的，處数 91 只与一恒定矢量@ 
有关。于是拉普拉斯方程在这种情况7在无穷远处变为零的唯一解为 

• k 91 = 一常数屬常数 


(坐标原点取在球心上）。在球表面上, 9) 应为 常数； 由此得到式中的常数 
=招，于是 " 


9 


- @r(l - 备 - (Jrcos<i - 


(沒*咖酬細 0 喊獅齡布* T 式給此 


1 d <^ 
4 ir dt 


r»R 


3£ 

47 


COS 沒; 


总电荷 e = 0。 


将 h 与电偶极子的場势^ : 比較，就可极其簡单地求得球的偶极矩；我 


們得到 

班= B 3 ®. 

2.。与上題相同，試求在均句的橫向电場內的无限长圓柱体周圍的电場。 
% 我們采用垂直于柱体軸的平面內的极坐标。于是只与一个恒定矢 
量有关的拉普拉斯二維方程的解为 

少1 =常数常数•¥-， 

、 ^ . 

\ 

与％ = — r ® 相力 U ， 幷令式中的常数= B 2 , 我們得到 # 

9 = — © rcos^^l — 

面电荷密度为 

CT = COS0. 

将尹与二維偶极場的电势比較，就可求得圓柱体单 位长度 的偶极短典， 

乂 

卽 . 

o 你 w 2洳 r 

2 tf 5 Vmr = — 
r 2 

因而7= @写。 


R 2 \ 

?)• 

t 

*• 


靜电莩 PM 題的解法 




3•試求导体上劈形緣附近的电場。. 

解.我們选用垂直于劈形緣的平面內的极坐标 r，〃， 原点在劈形角〜 
的頂点上。設0角从劈形的一測算起；导体外的区域相应于0的値为 0^9^ 

费 

彡 2 ir _〃 c 。 在角緣附近的电势可以展开为 r 的滅級数，但我們感兴趣的只是 
展幵式內包含 r 的最低幂的第一項（常数洽面的項)。二維拉普拉斯方程的 
-与 r 〃成比例的解是 r n cosn 0 与 r ra sinw 5。 于是当6 =0或 0 = 2 tt — 时（在 
导体表面上）， n 最小而且滿足条件 9 =- 常数的解是 

S 

9 =常数 •sirm 沒 ， n = 27 r -0 o ' 

(常数値只可由求整个場的問題的解得出）。于是电場强度按照随/而 
变化。因此，当心 时，电場强度在角緣附近变为无穷大。特別是 • 

对于很尖的劈形(0«1， E 按照 厂1 随 r 的减小而增加。，在导沐表面 

上的凹劈形緣附近(心 >双, «>] )，电場趋向 于雰。 

4. 試求导体表固上的細錐形尖端附近的电福。 

m ； 我們选用球面坐标，原点在圓錐形尖的頂点上，极軸为圆錐尖的軸。 
設圓錐体的張幵角为2化«1,于是导体外的区域相应于极角0的値为知6 
現在求出場势变化部分对于圓錐軸为对称的解的形式为 

<P = r n f(6)y • ( 1 ) 

其中《为最小値。将上式代入拉普拉斯方程 

以后，得出 

▲磊 ( sin 齧) +W(ra+ w =0 . ⑵ 

圓錐尖面上电势不变的条件表明，必須 /(〜） =0。 

我們来求^小时的解，假設》«1， 而 /(&) 的形式为/=常数 •[1 + 
▲ 少 （没)]，式中 A«i( 当心―0,卽对无穷細的尖，自然可以預料到，差不多在 
圓錐尖周圍的全部区域內，/趋近于常数）。于是得到 f 的方程为 

▲碁 ( si O = - w ， ⑻ 

% 

在圓錐尖外的区域內（特別当时)，0无奇▲的解为 

0 

\ 0 ) =2wlnsin—• 
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第一章导体的靜电学 


当0〜心 《1 时，函数 V 不再是小値。虽然如此，但我們所得到的式子仍 
然可以应用，因为在这区域內，由于0很小，一般可以略去¥程 (2) 內的第二 
項。但为了求出第一近似下的常数 n ， 必須使上面求得的函数/=1 +夕在 
e ^ e Q 时孪为零。于是求得① 

W==_ 21n0 o * 

在趋近于圓錐尖端时，电 i 强度随 r _ m >， 也卽是基本上 随+而 无限地增 

9 

0 

大。 

5•与上題相同，試求导体面上細圓錐形孔附近的电場。 
m . 現在导体外的区域相应于 0 的値为 0细 <0 Oo 和前一問題一样，把 
穿写成 （1) 的形式，但是在本題中因为在場的整个区域內，現在是 ff«ly 
于是方程 ( 2 ) 可以写成下商的 形式： 


这就是貝塞耳方程，它在电場区域內无奇点的解为 / 0 ( nfl)o n 的値定义为方 
程 A ( n ^) = 0的最小根，由此得到_ 

2.4 

疗0 、 ， • 

6•試求电偶极子被吸引向导体平面的能量。 

解.选擇$軸垂直于导体表面，丼通过偶极子所在的点•，設偶极矩矢量 
进在邛平面內。偶极子的“像”在一 +点处，幷且丼偶极矩为 


于是我們求得电偶极子的吸引能量为偶极子与其“鏡像”的相亙作用能，丼等 
于 


021 =— 


2^1 + ^1 
~8^ 


7. 試求两个平行的无限长圓柱形导体单位长度上的5：电容(柱体的半徑 


® 更精确的公式浔=一一 y ^— 

2l <k) 

% 

包含大自然对数的系数，实际上不能用上面所指出的簡单方法得到。但-更精确的計 
算，由于一些偶然的原因， IE 好也得到这公式。 




靜电学問題的解法 


分別为《和&，軸間的距离为 C ) ①。 

解。两圓柱体所产生的电 
場，和通过适当选擇的么点和 
A r 点（图 3) 的两条带电导綫所 
产生的場（在柱体外的空間內）/ 
相同。导綫单位长度上的电荷 ( 
为土八等于柱体上的电荷，而 \ 
A 点和 f 点必須在綫上， 

以使柱体面与等势商相合。为 
此，距离 （ M 和 O ' f 必須滿足 
下列关 系式： 


0 ^ 


00 、c 
M 二 d , 
O 冰哨 


图3 


OA*OA r ^a\ OM r -OM = b 2 , 
dj(c —^2(6 —dj) =b 2 . 


于是在锸一嗶周上，离 A 点和#点的距离之比$为 常数; 茬圓周1上 I 


而在圓周2上, 


r OA 9 c 一 c?2 a 9 
t 。 相应地，圓柱导体的电势为 

— — 2^1n^* # ^ ^2i€\vr~\ 

少2 一沪 1 = s 2 gln < ^ 1 ^> 

ao 


由此求得互电容 C 


92 直 


二为 


1 rt1 d\d 2 OA f c? —a 2 —b 2 

F = 21n ir = 2Arch 2 吣—' 

啭別是对离开诤体面的距离为而半徑为 a 的圆柱体来說，必須 
令^^&十办，幷过渡到极限値 oo ; 于是得到 

•i = 2Arch —• ^ 


①两球形导体的类似問題，不能在有限形式下解出，其差別在于：在两条平行的 
带电的（电荷相等、符号相反）导綫的电場內，全部的等势面为圓柱形的，而在两点电荷 
土杉的揚內，等势面不是球形的。 • ， 
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如果有两空心圓柱体,一个放 
在另一个的里面 — a ), 那末 
导体外沒有电場，而在两个圓柱体 
/間的空隙內的电势，和通过』点和 
点（图 4) 幷带有电荷 + e 和一 e 
的两条导綫所产生的电場完全相 
同。用同样方法，我們得到下面的 
結果： \ 


m 4 


1 


2Arch 


a 2 + b 2 — c 2 
2ab ’ 


8. 設导体的边界为广无限平面，它的突凸部分.为半球形状。試_表面上、 
的电荷 分布。 

g. 在例題1所求出的場內，場势的形式为 
, r 9 =常数•公 (1 一 5), 

名= 0的平面(其突出部分为/ = i?) 为一等势面(在这等勢面 t，y -0) o 因此， 
它也可以是导体面，由上面的公式可求出导体外的場。在导体表面的平面部 


分的电荷分布由下式 得出: 


1 d(p 

4?r dz 







(我們假定常 数= _4^ d ， 式中为距突凸部分很远处的电荷密度），在突凸 
部分的表面上， 


4tt dr 


R 


3<ro 


» 


9. 試求电場 @ 內导电的紬圓注杆(长为 2Z , 半徑为 a ， 而?)的电偶极 
矩，电場与杆鈿軸平行。 


-缓•設 tU) 为抒表面单位狡度上所感生的电荷； 2T 为沿圓柱杆 軸的坐 
标，幷从圓柱杆軸的中点算起，在导体表面上电势不变的条件为 


一 ㈣ 以 


0 


丑 = J ( z ’ —芯 ） 2 +4a ? sin 2 -^- 

2 


^ 是通过圓柱杆的軸及其表商. t. 相距为 K 的两点的平面間的夫角。分开积分 


靜电学問題的解法 
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为两部分，丼令 r (/) = rO ) + [ r ( 〆 ）一 rO )]。 注意到 i » a ， 对离粁两端不 
十分近的点，我們有 

0 « sm— 


r(z)ln 


4 (F — 


•w » 

(此处利用了已知値 JlnsinWg ^- Hr ^)。 在包含差値 ir ( 〆 ）- rO ) 的积分 


o 


內,可以略去 B 內含有 a 2 的項,因为这幷不会引起积4的发散。于是 


Q z ^tCz)ln 


4( i 2 一方 2 ) 


rO r )— 丈 0) 

u r 一刈 


dz\ 


IT 对 a 的依賴关系，基本上归結为0的比例 关系； 在这种近似下，上式的积分 • 
給出一 2 t ( z ), 結果得到 


rO ) 


(S^ 

m - 5 -2 

a 2 


在杆的两端点附近，这式子不适用，但是对計算所求的偶极矩，这个0値的区 
域是不重要的。符合我彳門所要求的精确度，我們得到 

I t(2r) ^ = f If 2 


gZ 3 

~3L 


{ 1+ Ki ~ ln2 )}' 


(式中上 = 是一个大数)，或者(有同样的精确度） 


e p 




10. 試求空心的球截形导体的电容。 

既 选擇坐标原点 o 在球截形边緣的某一点处（图5)，幷进行反演 变換： 
r ^^ rO 为球截形主截面內的弦长)。这呼球截形变成垂直于球截形的半徑 
40的半平面(图5上的虛綫)，这半平面也通过它边緣上的/ 点； 角 P 7 T -&， 



2R 


第一章导体的靜电学 





m 5 


此处汹为球截形所給的角度。 

如果球截形上的电荷为 G 幷取其电势 
为零，則 r—oc 时，場势的形式变为. 


相应地， 在变# 后的問題內，当〆 —0 
、时，場势的形式变为 

I 

f_ b 〜 ho 丄 e 
炉一 —— — 


(第一項相应于坐标原点处的电荷 
另一方面，按照 (3. 23) 式，我們有 

少 = ~2 WV 1 + ^； 


(这是离电 势为零 的半乎面导体边緣为 Z 处的电荷V 附 近的电 势)。 比較两 


个式子，我們得到所求的电容 C 二为 

• 90 ' 

, r* 

G== t{ 1 + i^) = ^ &in9+d> > 

( R 为球截形的半徑）。 • 

U . 边緣效应使平面电容器的电容为电容器板的面_， d 为两 

板間的距离;有所改正，試求这改正値 OS 

解.由于在电容器的两板上存在自由边緣，因而在电容器函板上电荷的 
均匀分布遭到硤坏。为了 1 *求得在第一近被下的改正値，我們来硏究电容器两 
板上离边緣的距离为疋的各点；而 d«0：«\ /歹。例如，我們硏究电容器上面 


的板(其电势为-|，图6, «)，幷略去它至中央平面（等势面 9 = 0)的距离 

于是我們的問題就成为求平面中电勢不同的两部分交界附近的电場。这 

問題的解法是很簡单的①，因而我們得到起过的电荷密度(与离边緣很远的 
比较)的表达式为 


①参閱§22,在电势公式 (22.2) 內，在現在的情况下，必須令 a = 7 r . 

△ 



于是总起过电荷为 _ 

4^ 如 _ln 令 


( L 为电容器的一板的周长)；在計算对数性犮散积分时，我們取区域 d « aK < 
«^/歹的边界作为积分的上限和下限。由此求得电容为① 

' ^ 'S t L 飞 VW 

C = M + 8^ ln ^ * 



§4. 导电椭球 

利用所謂#球可以解决求带电橢球导体的电場問題和 

在均，外場內晶-涤而題。 ： 

-球坐标和笛卡儿坐标的关系为 


+ U 


• y 2 

b ^ + u 


c^+u 


1 ( a >6> c ). 


(4.1) 


这个方程是 w 的三次方程，有三个不同的实根0 = 6 >?,〖）在下列 


区間內： 、 

- c % . (4. 2) 

这三个根也是点 ( x , y ， z ) 的橢绿坐标。它們的几何意义可从下列 

• _ _ _ _ _ _ _ , 

①更箱确的計算(求出对数宗量內的系数)，需要应用 K 复杂的方法，而且所得 
到的箱果依賴于两板的形状。对于圖形板（半徑为 H )， 我們得到 


(克希翟夫公式) 
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事实看出> 为常数的面分別代表橢球面、单叶双曲面和双叶 

双曲面，而且它們和橢球面 



I ： 




具有同一焦点。 


(4.3) 


三族曲面中每一族有一个面通过空間的每一点，而且这三个 
面是相互正交的。 由择式 （4. 1) 的三个联立方程的解，即可得到从 
橢球坐标变換到笛卡儿坐标的变換公式为① 


二= 


(^+g 2 ) (^ + a 2 )(C + ^)T^ 
~ (6 2 - a 2 )( c 2 - a 2 ) ^ 


汾=士 


士 


(芒 +6 2 )(”+6 2 )(C + 6 2 ) n ^ 
~~ ( c 2 -6 2 )( a 2 -6 2 ) ^ 


(f + c 2 ) 0? + c 2 ) (乙 + c 2 ) 
H c 2 )( 6 2 — c 2 ) ^ 


橢球坐标系內的长度先为 




dt 1 — h\d^ + h\dyf + h%d^ y ' 


h 3 ^ a - exc-vy 

这里引入了 符号： 

B u ^\/ (^+a 2 )(w + 6 2 ) (u+c^) 9 

•• 相应地 7 橢球坐标系內的拉普拉斯方程为 

4 


Ag 5 


ce-v)(c-e)(v-o 


户-⑽悬(五||) 


(4/4) 


(4. 5) 


①严格說来， 橢球 坐标不应取为本身，而应取为 Vb ^ Ti , 
V ^ Tio 于是 (4.4) 式中的双号土消去，而两坐标系的关系成为单对应的，这正是应 
該的。 , 


§4. 导电禰球 
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+ ( 卜0尽 |㈣ 


+ 


鬱 


+ 


-讽美(喝)> 0 . 


(4.6) 


如果半軸 a , 6, c 中有两个变成相等，則橢球坐标系发生退化。 
設《=6>%于是 (4. 1) 的三次方程退化为二次 方程： 

• 、 ―兔，之 2 」 


a^ + u 、 c 2 + w ” 

它有两个根，其値在下列范 圍內： 

—c 2 ， 一 c 2 >>7>—a 2 . 
右和3为常数的坐标面分別变成 
共焦点的扁迴轉橢球面和单叶迴 ' 

轉双曲面（图7)。我們可以引进 
怎， y 平面內的极_ 9作为第三个 

4 * 

坐标 Or =/> cos 9，2/ = p 8 in 9>) 0 当 
« = 6时，橢球坐标（退化为常数 
-« 2 ,它和9角的关系是：当& 

趋近与 a 时， C 趋近于 — a 2 ; 即 
6— a 时，我們有 * 


(4. 7) 



T7--C 2 

— 




图7 


cos 9 = y ^±^. 


b 2 

从 (4. 4) 式或者直接从 (4.1) 式，很容易看出这一点。坐标 
坐标& W 的关系，按照 (4. 4) 式，由下式給出 


(4. 8) 
, P 和 


=± 


C ^+ c ^^+ c 2 ) 


P 


C^+a 2 ) (y+a 2 ) 
a 2 —c 2 


(4 9) 



第一窣导体的錚串学 


坐标& % y 称为扁橢球坐标<^>。 

由类似方式，当《>&=== c 时，橢球坐标退化为所謂长橢球坐 
标。坐标 f 和 S 为方程 二 

p 2== y 2+z2 ， < 4 - 10 ? 



的根，而且 — 6 s , — ~<^o 

芒和 （为 常数的面代表长橢球面 
和双叶迴轉双曲面（图8)。当 c^b 
时，坐标 W 按下列規律退化为常数、 
"" 6 2 : 

cos 9々 g 亡:± ， (4. 11) 

式中9是 y ， 2平面內的极角。 

坐标&《和坐标％ 的关系， 


©9 由下列公式铪出， 

-土 [ 魁 2 鬥 气 


_「 ( g +6 2 )( C +& 2 ) 


(4. 12) 


厂 L 6 2 - a 2 」• . vn 〜 

在扁橢球坐标系內，坐标面（橢球面和双曲面）的焦点，位于 
即平面內半徑为 n / a 2 — C 2 的圓上（图7內的是这圓的直徑）。 
現在我們通过某一 点尸和 3軸作一平面。它与同焦点圓相交于两 


M ; 設 n 和❹分 別是这两点至尸点的距离。如果 p , 、是戶点的 
▲标，則 

r ?= ( p —\/ a 2 — c 2 ) 2 + z^y 
rl=^(p+\/ a 2 — c 2 ) 2 +2； 2 . 

— - --- . . I 

①我們在这里采用的扁橱球铋标的定义是，它們直接是痛球坐栋的极限情况^ 
fc 文献中还采用其他定义，但很容易化到我們的定义。 



导电橢球 
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扁橢球坐标么 W 用 r 2 表示为 

« 2 ， （4.13) 



在长備球坐标系內，其焦点为％軸上的 两个点 : 

(图7的2 和/ 点)。如果 r a 是这两个焦点至 JP 点的距离 ，則 

—p 2 + (^ — \/ a 2 — 6 2 ) 2 , 
rl = p^+ (，^ + ^ a 2 — & 2 ) 2 ， 

而扁橢球坐标 & r 用0和仏表示（即以{代替 W 的式子和 （4. 13) 
式相同 D 

現在回到带电橢球的电場問題，这橢球面由方程 (4. 3) 表示。 
在橢球坐标內，这即是坐 标面： f =0。 因此，十分显然，如果求出 
的場势仅是 f 的函数，則全部常数的橢球面（其中包括导体 
面），都自动地成为等势面。于是拉普拉斯方程 (4. 6) 变成 



由此得 

9 ( f ) = 藝 

i 

式中积分的上限这祥选擇，使无穷远处的場等干零。常数2可以 
• 非常簡单地从下列条件求 出：在 r 很大时，电場必須趋近于庫侖 

場： ，式中 e 为导体上的总电荷。 r — oo 相应干 f — oo ; 这时 

r 2 兰&正如从 （4.1) 式中令认所得到的結果。另一方面， f 很 

< 

3 0/1 OA 

大时，我們有和一。由此得出， 2^4- e , 于是 

V c T 

最后得到 . 





(4. 14) 


这里的积分是第一种橢圓积分。导体面相应于6=0,因此得到橢 
球的电容为 • 


oo 

2 )Rr 


(4 - 15) 


0 


橢球面上的电荷密度分布，由电势的法向导数 得出: 

' _ , 1 d^p 1/1 % dp\ 

4 tt dn i^o 4：7 r \ h t d ^/ im0 

_ e_ 1 

47T \/7)C 

由 (4. 4) 式，容易证明,当卜0时, 


因此 


E !+ JL 2 +d 

x 4 ^6 4+ c 4_ a 2 6V* 

% 

= i ^(5 十系+季） * 


(4. 16) 


对双軸橢球而言，积分 (4. 14)—(4.15) 可用基本函数来表示, 
对于长橢球(《>6 = <0,場势由下式 铪出： 




而其电容为 




\J a 2 — 

Arch -?- 


(4. 17) 


a 18) 


对于扁橢球 (《 = 6> c )， 我們有 


9=== VP^F arc W|T 


(4.19) 


C / - . 

* arc cos— 

a ' 

特別是对圓盘来說 (a〒&，c = 0) 

(4.20) 

現在我們来硏究均勻外电場 ® 內未带电橢球导体的問題。对# 
普遍性沒有任何限制，只須硏究橢球一个軸方向上的外电場 ® 就 
行了。相反地，可以把 e 分解为沿橢球軸的三个分量，然后将各分 
量的場簦加起来，就可得到总电場。 

/軸方向（橢球的 a 軸)上的均勻电場 e 的場势，在橢球坐标 
內的形式为 . 

仰=_砍= 一; 7(6.2- 0?+ 〆 ） ( C + a ^. 

(4. 21) 

我們将橢球外的場势写成 9>=^o + 9% 式中 9> f 为由橢球所引起的外 

♦ 

場畸变，幷且我們求得 g/ 为 ’ 

，，，珊. （4.22) 

在这函数內，依賴于 W 和 C 的因子和抑內的相同。这种函数形式 
滿足6=0和％ (为 任意値时的边界条件（在橢球面上）。把 (4. 22) 
式代入拉普拉斯方程 (4. 6), 我們得到尸 (f) 的方程为 

礓 

替 + 聲 ^ ln ^e(^+« 2 )]=0. 

这个方程的一个解为尸=常数，而另一解为 


00 

F ^ =A \jerkR； (4 - 23 > 

£ 

积分的上限这样选擇，使在无穷远处 (6—00) 場势9/趋近于零。这 
里的积分是第二种橢圓积分。 




在橢球面上，必須？二常数。为了使这一条件在和77, c 
为任意値时得到滿足，必須这一常数等于零。适当选擇 #(€) 內的 
系数2[例如使 P (0) = — 1], 我們最后就得到橢球周圍的場势的 
表达式为 

"。 I 1 - j + a -) R { / \ T - (4 24) 

t Vo 

現在我們求离橢球很远 r 处的場势#。大的7•値相应于大的 
坐标値&而且 r 2 = ^, 这从 （4. 1) 式可以直接得出。因此， 

oo 

f ds ^ C ds 2 , 

J(s+a 2 ) 足 = J ¥^ = 3? 9 

i r a 

我們得到場势 < 为 

^ 4丌以)， 

式中 r =4^ m 6 C /3 为橢球的体积，而量 w (J?) (和下面出現的类似量 
由下式 定义： 


w («) — cibc f _ ds 

-- 『J O + a 2 )%， 

o 

€n 

一 (jo — obo f ds 

n = jj 0+ 观， 

o 



(4. 25) 


a 26) 
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由类似的表迖式，可以求出电場€在夕軸或方向时的偶极矩。 

% - 

正常数 〜只与 橢球的形状有关，而与它的体积无 
关，称它們为退极化系数 ®。 如果坐标軸和橢球軸相合，則 a 26) 

式必須写成張量 形式： ' 

/ 

= (4.27) 


量 V 、 n ⑻, n …是二秩对称張量叫的主値 0 

在 a , 6, c 为任意値的普遍情况下，从 n ⑽， n { ^\ 的定义，首 

先可以得到 _ 

如果 a >6> c ， 貝 lj n ^^ n { y ) < n iz \ (4. 28) 

其次，将积芬# 0 , 〆 ％# 0 相加，幷引进议=苽为积分变数，我們 
得到 ' 

x oa 

n ^ + n ^ +n ^ = ^ j 势， 

< a 6 o )* 

由此得到 

s 

„ w ( a ?) + 邦 ( y > + w ⑼ =1. (4:29) 

三个退极化系数之和等于 1( 写成張量_式，这表 明：如 = 1)。另 
一方面，旣然这些系数是正的，因而其中任何〃个的値都不能超 


过1 


o 


对于球体 （a = 6 = c )， 由对称性看出，抑 (37) = w (y) = w ( % 因而 


泠⑼= 7>(发 ）= 


3 


对于圓柱体(其軸指向％軸， 


) ，我們有® 


(4, 30) 


I ⑻ 




0, 




2 


(4. 31) 


在斯托涅的論文內对这些系数糲成了一个有用的 » CPhiLMag ,36, 803, 


1945) ( 


②珠和圓柱体的这些値，当然和§ 3內例題1和2所得到的結果符合一致^ 
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对于一般迴轉椭球， （4. 25) 的橢圓积分可用基本函数来表示。 
对偏心率为 e = x / l 二 6^/ a 2 的长迴轉橢球 < a >&= c )， 


n 




= i^Y ln ii-_ 2 A 

2 e 3 \ 1 — e / 


n i3/) = n cz) = ^(l-n (Jf) ). 


如果椭球接近球形 （ e « Cl )， 則近似地有 


n < v ^ n ^) 


3 15 ' 

+吾 e ' 


3 


对于扁橢‘球 


n 


u > 


H " 6* 


e 




(e — arctge )， 




式中 e = y /( a/cy —1 Q 如果 e 《 l ， 則 

. • n(9 H^ 


(4. 32) 


(4. 33) 


(4； 34) 




e 




3 15* 


(4. 35) 


例、題 • 


1. 試求带电圓盘（半徑为 a ) 的电場用柱面坐标表示的 式子; 幷求出圓 
盘上的电荷分布。 

g . 在公式 (4.16) 內过渡到极限値 c —0, 0—0, 卽得到电荷的分布，而 
比値 0 /c tx/l — rVa 2 (式中 r 2 =^ 2 +# ) 和 （4.3) 符合一致。由此得出 



整个空間內的場势由 （4,19) 式給出（其中令 c = 0), 利用 （4.1) 式（其中令 


c = 0,24=* f ? a = i >), 我們将 f 用 r 和么来表示，于是場势中为 


arct 




2 a 2 


a Lr 2 +z 2 - a 2 十 \/ (r 2 +z 2 —a 2 ) 2 +4a 2 <2f 2 J 
在圓盘边緣附近，代替 r 和 s ，我們按照 = r = a —/) cos 0(/?« a ) 

(图 9), 弓 I 进坐标 P 和 0 ，于是我們得到 f ' 


e (, nr 

9 = t {2 


V ^ sin Y )， 


这与’ § 3 內例題 3 的普遍結果符合一致。 
2. 試求带电橢球的四极矩。 

.解. 带电导体的四极矩張量定义为 
Duc^e (3^-万5伐），式中 e 为它•的 
总电荷，而橫綫表示按下列定律 


〆 


XiXjc *=-^ ^>X{X k <rdf 


图9 


求得的平均値。十分显然，橢球軸同时是張量的主軸。对于 c 利用 
(4 - 16) 式，又对于橢球面元利用下列表 达式： 

」 dxdy _dxdy }x 2 、 y 2 , z 2 

于是我們得到 

(对 Arciy 的积分是对被吻平面所切割出的橢球截面积分两次）。因而 


—b 2 —c 2 ), 


(2 b 2 - a 2 - c 2 ), 


(2 c 2 — a 2 — b 2 )- 


3. 試求均勻的外电場內未带电橢球面上的电荷分布, 
解.按照 （1.9) 式，我們有 


^ _— 丫 1 

4?r Bn \4tt7^i 人 =o 

(橢球表面法綫方向的长度元，按照 (4. 5) 式为心取）。代入 (4. 24) 式，幷考 

虑到 ^ 
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dx — x • 

( P 为橢球表面法綫方向的单位矢量)，我們得到 • 

• 卜 irn b) 〜 

当外电場相对于橢球的 Ai 軸取任意方向时， 

古 [^ yh +^^十 贵 e :]. 

4. 与上題相同，試求与場平行的圓盘平面(半徑为 a ) 上的电荷分布①， 
幷求圓盘的偶 极矩。 

g - 我們把圓盘看作短半軸 c 趋近于零的迴_球的极限情況，这时， 
由（ 4 . 34 )式，这軸上 （ 0軸)的退极化系数趋近于1，而在 x 軸和2/軸上的退 
极化系数趋近 于雰： 


» (2!) ==1 一 


迴轉擴球面法綫方向的单位矢量的分量“趋近于零 r 


Tr _ ^ (x L +y z . V* , c 2 xc{ 无 2 + 沒 2 、 1 、 

因此，电荷密度为 . 

(S Vj . p cos ® 

" 一， 

式中 /)， g > 为圓盘平面內的极坐标。 

圓盘的偶极矩由公式 (4.26) 求出，等于 


x 1 +?y 2 ■名 2 


' 


、 、 

OTT , 

应注意到，它与#成正比，而不是与圓盘的“体积成正比。 

5. 試求迴轉橢球导体外的場势，橢球的对称軸与外均勻場平行。 

%对于长迴轉橢球 ( a>b = c , 場® 在$軸方向)，由計算 (4. 24) 式的积 
分，我們得到 * 



①对于与电 揚垂直 的圓盘，問題不重要，在整个空間內，場仍保持均勻，而在圓 
盘两 M 所感生出的电荷为 C=±g/47T。 


坐标 € 与坐标$和 p — ^y 1 + P 的关系为 

b 2 十芒丁《 2 +芒 — ， 

在橢球外的空間內，0名 S<oo。 • 

. 对亍扁 ffl 球(“ =&：>(0，場©沿2：軸方向。由此，在 (4,24) 式的积^內， 

必須用 S+d 代換8+€1 2 ，而 90 =—(^，結果得到 

1 

1- 

而且坐标£与坐标2和 p = \/a: 2 +g 2 的关系为 

p 2 幺 2 . 

S ^ + ^+ i =1 - 

6 - 所求与上題相同，但 體球的 对称軸与外場垂直。 

1 解. 对于长橢球(場在 z 軸方向）： 




— — 


( i + y 

€ + b 2 


- ft 2 

1 r 


^Arth 


/a 2 -b 2 

V f + a 2 


M 一 \ J 券一分 


Arth 


V - 


对于扁橢球(場在 4 軸方向)， 


ewi 




^ Ja 2 — c 2 / i 

^ VT+^^Va 


套十 c 2 

a^+J 


arctg 



7 •設均勻电場 塚沿 s 軸方向（在半空間 z < 0 內），被一有圓孔的 接地导 
电平面所 包圍。喊半 平面 上的場 和电荷 分布。 

m . 我們把有一半徑为《，其圓心在坐标原点处的圓孔的辟平面，視为 
迴轉 叶双曲綫面的极限 情況： 


a^-lvTivI 


If P 1 -x 2 +y 2 , 


其中 h 1—0。 这些双曲面代表 c = 0 的扁橢球坐标系的坐标平面族中的一族 
平面，按照 (4. 9) 式，笛卡儿坐标 z 可用 S 和”表示为 z ^\ ZT \ v \ Ja y MVT 
的根按照在上半空間或下半空間內取+ 号或-号。 

我們求得解的形式为9= 一 <^F(f )，幷得到函数 F ⑺为 
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則 = 常数 f 河 ! W 常数 [ 六 - a 〜 V: 

(按照+ 00 ,卽 \/ T —+ oo 时9 = 0的条件 • 我們假定积分常数等于零)。 
这时，負宗量的 arctg 必須理解为 


arctg 


^7 T 


arctg 




而不是 _ arctg ^^^。 祖反地，在圓孔平面! t(S = 0), 电势的蓮續性遭到破 

x # 

环。选擇常系数使2— — 00 时（卽-如时， arctg ^-^=^--> fr ). - 

这心最后得到 * " 


( Sz ^ 

7 T 


arctg 


n/T vt 


一导 Vhl y^axctg 


7 T 


在导体面上 ， n = 0,电势变为零，这正是預料的結果。 

•r • 

在离开小乱很大距离 r = vV + p 2 处，我們有{名0,于是場势的形式 
(在上半空間內）为 1 

〜 © a 2 \/ 二” ($ a z z ’ 

9= ^~ I - ^ 3^ 5 ~ , 

也卽是場是电^极子型的，相应的偶极矩为® =@乂/3〜 

場强随>而减小， H 而通过离幵无限远表面的电通量(在半空間3>0內） 

嚤 

■ • 

变为零，这表明，穿过小圓孔的力綫在导体平面的上側閉合起来。 

导电平面上的电荷分布算出如 下：、 

" = 平丟乱 = 。 = w^ ± M. aretg ^~vr} 

式中+号分別指平面的上側和下側，按照联系 f 与/^的舍式： 

在公= 0 的平面上，我們有^/了 = 土 一 于是，在导电平面下側的电荷 
分布由下式 給出： 

® ( • a . • a 、 

g 卜一 arcsln 7+ ；^ V -7 > 

当 p — oo 时，我們有 cr = — (5/4 ir , 这正是应当的 C3 在上側 



p 2 - 


o —--oi — / n — arc sin— ；. r ； 

4 tt^VV /> 2 — a 2 P J 1 

8. 所求与上題相同，但导电平面上的小孔是寬度为 2 b 的直綫縫。 
g . 我們把沿$軸方向具有狹縫的邺平面看作双曲面柱体的极限情 


O . 




卜 h—rin ， 

这时 h 1 —0。这些双曲面柱体代表 a — oo , c — 0袷的 ㈣ 球坐标平面族中的二 

* r 

族平面。笛卡儿坐标为 z ^= Vi \ v \/ b 0 

和例題7 —样，我們求得解的形式为？> = - (^ F (£)， 幷得到函数 F 为 


F = 


常数 


这里的系数和积分常数分別由 3 —+ oo 和 0— — ocj »( 也卽是 { — +oo 和\/ f 
— 一 oo) 时 F =0 和 F==1 的条件求出，最后得到 


9=— [ v/TiTFY 不 VT ] ， RT, 


在上式中，我們把根\/丁理解为正値，而“一”和“ + ”相应于区域; sr >0 和 

名 <0 o 

在上半空間內，离幵狹縫很远处,我們有^?/ 2 +^ 2 - r 2 , 而場势为 

一 〜/ \v\ _ fSb 2 z 

V = ~ 4 r ^ 9 

这卽是狹縫单位长度上的偶极矩为 C & V 8 的二維偶极子型的場（参閱 S 3 
內例題中的公式）。 

导电平面上的电荷分布由下式 得出： ， • 


£(； 


\/y 2 — b 2 


士 1 


§5. 导休上的力 

- ✓ 

♦ 

在电場內，导体表面从一側受到电場的 L 一定作用力，这些力容 

易算出如下。 ； 

j * 

眞空中电場內的动量流密度，由熟知的麦克斯韦应力張量給 


出①: 


—^"ik 


1 

47t\ 2 


^ih~EiE]n \ 


# 


作用在导体表面元 df 上的力恰好就是从外面“流入”导体內的动 
量流，即等于由于法向矢量 n 指向导体外面，而 
不是指 向导体 內部，所以正負号改变)。因此，量 < J il 6 n k 为导体表面 
单位面积上所受的力考虑到在金屬面上場强 E 只有法向分 
量，我們得到 




(5-1) 


或者引进面电荷密度 


27rcr 2 n 


crE 


于是，我們得到 結論： 导体表面所受的力为“負压力”，它指向导体 
表面的外法綫方向，其数値等于电場的能量密度。 

作用在导体上的总力 F ， 可由将 (5.1) 式的力对导_的洤部表 
面进行积分而 求出： 




f 


(5. 2) 


但是，通常更方便的是按照力学的普遍原則，对能量嗽求微分来 

1 

算出这个量。因此，在坐标軸？方向作用在导体上的力为- 

这里的导数表示导体整个地沿9軸方向平行移动时的能量变化。 
这时能量必邊用导体的电荷（場源)来表示，幷保持电荷不变进行 
微分。我們用下角标 e 来表明这种情况，于是可写为 


①参閱“場論^第二版§ 32,在那里 -qfc 表示为 T ff 〃。 在現在的情《下，我們将 
,这公式应用不完全与导体表面重合、而是略有偏离的表面上，以便消去导体表面附 
近場結构的影喻（与2頁比較）。 



- 导体上的力 
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心一(菁)/ (53) 

类似地，作用在导体上的总力矩在任一坐标軸上的投影等于 

K =—， (5.4) 

式中屮为导体整个地繞該軸的轉 动角。 

如果将、能量表示为 場势的 函数，不是表示为导体电荷的函 
数，則要利用这种函数来算出总力的問題，需要作特別的硏究。問 
. 題在于，要使运动导体上的电势維持不变，必須求^于局外的物 
体。例如，把这 导体攀 到另一个电容更大的导体上（电荷儲蓄器）， 
可以保持該导体的电势不变。当导体充上.电荷 e a .时，导体即从“儲 
蓄器”內取出这些財荷，而这时电荷儲蓄器由于电容較大，它的电 _ 
势9«幷不会改变。但是，电荷儲蓄器的能 k 减小了 e«9«。 当导体 
系統都充上电荷 e fl 时，与导体系統連接的“儲蓄器”的能量总共改 

变一 Se a9 >a。 量從內只包含所硏究导体的 # 能量，而不包含“儲蓄 

a , • 

器”的能量。 在这 种意义上可以說，驭是指能量上非閉合的系統而 
言。由此可見，对場势保持不变的导体系統而言，起机械能作用的 

4 * 

不是秘， 而是量 ' 

砀=從一 2>«如 （5.5) 

a 

把 （2. 2) 式代入，我們得到，级与豕只相差一个正 負号： 

琢=—啄 • （56) 

保持場势不变，将豕对？求微分，就得到力 i^， 也即是 

Fg=s ^(W)r(W).' ( 5 7) 

由此可見，我們保持电荷不变，或保持电势不变对颂取微分，都可 
以得到导体上所受的力，唯一的差別是，在第一种情况下，导数必 
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須取負号，而在第二种情况下应取正号。 

• 从微分恒等式 

3 PH = — Fgdq (5 8) 

a 

〆 一 

出发，利用更为形式的方法，也可得到相同的結果,~上式中的從必 
須看作是导体的电荷和坐标？的函数。这恒等式表明，导数 

|^ = 9«和^=一心。我們把 e a 变換到变数 gv 后，由此得到 

， 

d c 2 l = — 〉 ] e a d<Pa — Fgdq ， (5. 9) 

a 

由此也可得到(匕 7) 式。 

在§ 2末，我們曾硏究了导体在均勻外电場內的能量。不言 
而啸,在均勻的外电場內）作用于导体上的总力'等于零。伹是，我 
們也可以利用 （2.14) 式的能量表达式，来求出准均勻場@內，也 
即是在整个导体范圍 A 变化很小的場內导体上所受的力。在这种 

I - # 

場內，在第一近似下，还可以外 （2. 14) 式算出导体的能量，而力 F 
M 定义为这能量的 陡度： 

F= — grad% = ja 认 「 grad® 及 *• (5. 10) 

总力矩 K， 一般說来，甚至在均勻的外电場內 ^ 也不为零。根据 

力学的普遍法則，由硏究导体的无穷小虛轉动，我們可以求出 K。 

在这种轉动时的能量变化与 K 的关系为 视二 - K 8 t /0， 式中 Si/r 为 

轉动角。在均勻場內，导体轉动8中角相当于电場相对于导体轉 

动一 8 少角。达时場的变化为而能量变化为 

3^ oix ： o I r 佐观 - 
观 = 丽 86= 一帥 ， 

— « — 

但 3^/3®- -深，这从比較 (2. 13) 式和 （2. 14〉式可以看出。因此 
[52 嗯]3屮，由此得 、 
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K= i ” ！ (5； 11) 

. 这个式子和从眞空內的場論所得到的普通式子符合一致。 

如果作用在导体上的总力和总力矩等于零，則导体在电場內 
* 保持靜止，于是与导体形变有关的效应（穆为 ，亨， -) 提到首要 
的地位。作用在导体面上的力（5.1)，弓 | 起导瘃晶^•状和体积改 
变。这时由于力具有拉伸的性质，因而导体的体积增大。但要完 
各求出 形变，必須解弾性理論的方程，这时导体表面的力分布如 
(5.1) 式所示。但是，如果只对体积变化感兴趣，則問題的解法就 
要簡单 得多。 

为此必須考虑到，如果形变很小（实际上电致伸縮就是这种情 
• 况)，則形状变化对体积变化所生的影晌是二級小滅应。因此，在 
第一近似下，可以把体积的变化看作形状不发生变化的形变，也即 
是可以把它看成由某种有效剩余压强 Ap 所引起的各向伸长，这种 
压强均勻分布于物的表面，而不是像 （5. 1) 式那样的精确分布。 
将 Ap 乘上铷体的各向伸长系数（均匇膨脹系数)，就得到体积的 
相对变化。按照熟知的公式，压强 AjP 定义为导体的电能级对其 

体积的导数 Ap =—^ ①。 

假設形变电場是由带电导体本身所产生的。于是，能量为 
铋，而压强为 • 

’ Ap== ~fw(<b} 

当导体形状不变时，导体的电容（长度量綱的量）与其綫度成正比， 
即与成] E 比。因此，我們得到 ， 

、 Ap = WV ^ lV ' (5.12) 

• • 

①这样求出的量为导灰本身作用于表面上的压强，由改变正負号，可以得到从 
外面作用在表面的压强。 、 
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如果未带电导体是在均勻的外电場@內，則导体的能量由 
(2. )4) 式給出。因此，在这种情况下，拉伸压强为 

Ap = (5. 13) 

• » 

- 例題 

' » 

♦ 

l. 設电容为 c (导体綫度的数量級）的小导体距离半徑为 a ( a » c ) 的球 
形导体中心为 r 。 假定从导体 c 至球面的距离 r — a 只大于 c , 但不大于 
两导体用細导綫連接后，于是它們的电势9相同。試求两个导体的相互斥 

力 o 

解-由于导体 c 很小，可以假設，导体的电势为大球在 r 处所产生的电_ 

势^和导体本身的电荷 e 所产生的电势 | 之和。由此，我們得到+ *7 

或 e = — f )。 所求的相互作用力 F 定义为导体 c 的电荷 e 与球的电荷 

抑之間的庫倫 斥力： 

F = 

(这式子的正确程度达到 c 的更高幂次的項）。由此可見，小导体受到球的斥 
力，随趋近球面而 减小。 

2•設带电球形导体被切为两半。試求两半球的相互斥力①。 

m . 詨两半_无限狹的小縫分幵，将力[( 5 .1)式的力 F 在 
垂直于半球分界面的方向上的投影]对它們的表面进行积分，我們就可求出 
毎一半球上所受的力 F 。 在狹縫內， E -0, 而在球的外表面上 ， E = 奩， 这里 a 
为球的半徑，而 e 为球上的总电荷。結桌得到 

―衫 2 . 

3•所求与上題相向，但未带电球在垂直于分界面的均勻外电場®內。 

解_与例題2相似，所不同的只是在球表面上，瓦= 3这 cos 0( 按照§3例 
一 、 

①在例題2和3內，假設两半球的电势相同。 




題 1)。 于是所求的斥力为 


F -^ a 2 © 2 . 

4. 試求均勻外电場內的导电球的体积变化和形状变化。 
g ••体积的变化为¥ = 式中 瓦为物 质的各向伸长模量，而 Ap 由 


(5.13) 式求出，对球麥說， a ik = 5 ifc a = (a M . § 3 例題 1 得出)，于是 

AV ^ 3® 2 
~V "一 87rK m 

由于形变結果，球变成长橢球。为了求出这长椭球的偏心率，可以把形 
变看作在导体体积內的均勻切变，如同在求总体积的变化时，我們曾把它看 
成均勻的各向伸长形变一样。 

形变物体的平衡条件，可以表述成靜电能和彈性能之和为极小値的粂 
件。按照 (2.12) 和 (4. 26) 式，其中第一种能量等于 




8irfl 




3Tg 2 3V a-b 

87T 10?T R 


式中 I ? 为球原来的半徑， a 和&是椭球的半軸，而 


n = i ^ 


4 a—b 
15~ bT 


为退极化系数[参閱 (4. 33) 式]。 

由于形变是軸对称的（肘—方向——卽$軸 ）： 因而不为零的只是形变張 
爱的分量：和 « y3 ； = ^ 0 因为我們所硏究的平衡是相对于舷状变化而言， 
这时我們可以假定体积是不变的，卽 u ^- Oo 因此，彈性能①可以写成 


從 _ 性 ； f — <r vy ) Uy y )V 

夤 

0伙是彈性应力張量）。于是我們有 

< yyy ) =2^(^ 35 — Wyy), 

式中 m 为物质的切变模量， m ^ xx - u yy ^ ( u -&)/ b 。 因此， 

' 從弹牌 = — - 2 V 
撕 3 R 2 Vm 

对 0-6) 求出 + 之和的极小値，我們得到 




①参閱“連績介质力学”第二秕.第二部分，§ 4. 
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丁 = 、 

5-試求沿带电的液态导体平面上傳播的波的頻率和波长之間的关系(在 
重力場內），拌求出該面的稳定条件 ( fl . 瓦弗兰克耳，1935)。 

波沿$軸方向傳播，《軸的方向竪直向上。液体表面各点的堅直 
移动为 f = 〜”。当表面靜止时，表面上的場强为返=芯= 4打 0 ,而 

場势为 -4^-^, 式中叫为面电荷密度。振动面 it 的場势我們写为 

9 ― — 4^0*0^-+ 91 > 

列二常数 

式中外为滿足方程 = 0 的小修正値，当0—00,它变为零。在导体表面 
上，电势必須为恒値，我令它为零，于是由此 得到 ， 

9 i I z^o =4：7 rcp ， f • ， 

♦ 

按照 (5.1) 式，作用在带电液体表面的附加負压强，精确到灼的一次項， 

等于 

^-=^=27ro-o+ ^091 I = 2it(Tq + 4ircro , 

Oir 07T 丨 2J ■ 0 

常数項是不重要的（可以把它包含在恒定外压强內）。 

硏究波內的流体力学运动完全与毛細波理論相类似①，所不词的只是存 
在上面所指出的附加压强。在液体表面上，我們得到边界条件为 

d 2 ^ n 

式中 a 为表面張力系数， p 为液体的密度，而 O 为它的速度势。 O 和 r 之間 
还存在下列的关 系式： 、 • 

dz . % 

.将 i 和 q >^ Ae ^^ e ^ 代入上面两个关系式內，丼消去 a 

和 A 后，我們得到所求的 k 与以 容間旳关系式为 

w 2 == 夺 ( 夕户 — 47r<rQk+oM 2 )• (1) 

为了使液面是彎定的，頻率 w 对的任何値必須为实値(否則⑷将为含 
有正的虛数部分的^数，而且因子厂^将无限地增加)。 （1) 式右側为正値 
的条件为(4,4) 2 -知阳<0,由此得 . 

①参閱“連纘介质力学”第二版，第一部分§ 61。 ， 
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这也就是稳定条件。 

6•試求带电球形滴的稳定条件(瑞利,1882)。 

解. 球滴的靜电能和表面能之和为 

-〆 

式中《是液体的表面張力系数， C 7 $球滴的电容，5是它的表面面积。当球伸 
长变为檷球时发生不稳定 （ e 增加) r 幷且这种不稳定茇生于双变成偏心率的 
递减函数的时刻(保持球滴体积不变）。球的形状永远相应于极値從，因此， 
、稳定条件为 〆 

式中 a 相、 为椭球的半軸，而进行截务时幼 2 «常数6利用熟知的椭球表面 
公式和它的电容公式 (4.18), 在經过較为冗长的‘計算后,我們得到 

e 2 - <16 ra 3 cu 


第二章电介质的靜电学 

§6. 电介质內的靜电場 

我們現在轉到硏究另一类物质^ —电介质一內的恒定电 

K _ 

电介质的主要性质是它的內部不可能流过恒定电流。因此， 
和导体不同，电介质內的恒定电場强度不应等于零，因而我們必須 
求出描写这种場的方程。由对 （ i .3) 式求平均値,得到其中一个方 
程，和俞面一样，这方程为 ’ 

. rot E = 0. (6. 1) 

对方程 div e = 47rp 求平均値，得到第二个 方程: 

divE = 47rp. (6. 2) 

現在我們假定，沒有任何外电荷被带到电介质的內部;这是一种最 
普通也是最重要的情况。于是，电介质全部体积內的总电荷，在将 
电介质带入电場以后，也仍然等亍零： 

jpd7 = 0, 

这个积分式对任何形状的电介质都必須滿足，它表明平均电荷密 

• •• 

度可以写成某一矢量(一般用 - P 表示）的散度 形式： 

pr— — d:vP> (6. 3) 

在电介质外 , P = 0。 实际上，如果假想，电介质被一个表面所包圍， 
幷且这表面处处在电介质以外通过，对这表面所圍成的体积进行 

4 S 

积分，我們得到 

[pdV — — | div PdV = — ct Pdf = 0. 
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量 P 称为物体的电介质极化矢量（或簡单地称为极化矢量）； 
P 不等于零的电介质称为极化电介质。矢量 P 不但决定体积密度 
(6. 3), 而且也决定分布于极化电介质表面的面电荷密度 CT 。 如果 
对两个无限靠近的单位面积（两側和电介质面相接)所圍成的体积 
元积分 （6. 3) 式，幷考虑到在外面的面积上 P =0, 于是我們得到 
[和 （1. 9) 式的推导比較] 

< r - P n9 (6.4) 

式中是矢量 P 在表面外法綫方向上的分量。 

为了闡明量 P 的物理意义，我們来硏究电介质內全部电荷的 
总偶极矩。与总电荷不同，总偶极矩不应等于零。按照偶极矩的定 
义，这即是积分： 

.\rpdV. 

把 （6.3) 式的 p 代入上式，再对包圍整个物体的体积进行积分，我 
們得到 

jrpdF = ] rdivPdV= - (|>r(^fP) +j(PV)rdF. 

对表面的积分为零，而在第二个积分內，我們有 CPV ) r -= P ， 于是 

| rpdV = ^ PdV . (6, 5) 

由此可見，极化矢量代表电介质单位体积的偶极矩（或如通常所 
說》电矩） 

把 （6. 3) 代入 (6. 2) 式，我們得到靜电場的第二个方程为 

^ divt> = 0, • . (6.6) 

这里引入了一个新的量 D , 定义为 


①应該注意到，电介质內的关系式 （6.3) 和电介质外的条件 P = 0 本身，还不足 
以唯一她确定 P ; 在电介质内部区域內，可以在 P 上加上一个形式如 rot f 的矢量。 
只有和偶极矩联系起来，最后才能确定 P 。 、 
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D = E+47rP ， （ 6.7) 

称为电感应强度®。对电介质內的电荷密度求平均値，就可得到 
(6. 6) 式。如果在电介质內从外面引入外电荷（我們将称它为旁电 
荷），那末，在 （6. 6) 式的右側还該添上旁电荷 密度： 

V 

divD = 47 t / o ^. (6. 8) 

在两种不同的电介质的分界面上，必須滿足一定的边界条件。 
其中一个条件是从方程 rotE =0 得出的結果。如果分界面的物理 
性质②是均匀的，那末，这个条件要求电場强度的切向分量必須是 
連績的： 

E \ t = -®2 1 (6. 9) 

[和条件 （1.7) 的推导比較]。 i 从方程 divD = 0, 可以得到第二个 
条件，它要求垂直于分界面的感应强度分量必須是連 績的： 

Dln^ ( 6 . 10 ) 

实际上，法向分量込的突变，表明导数^ ■ 以及 divJD 
变成无穷大。 

在电介质和导体的分界面上，二0,又从 (6. 8) 式，得到法向 
分量的条件为 

Ef=P ，Dn — ^cry (6. 11) 

式中 f 是导体表面上的电荷密度。 

§7. 介电常数 , 

要使 (6.1) 和 （6. 6) 式成为确定靜电場的完全方程組，我們还 


① D 有时也用麦兒斯韦所采用的“电位移”名称，但这个名詞应該认为是过时 
To 

② 也卽指接触电介质@成分、温度等而言，如果电介质是晶体，那末表面的晶向 
应該保持不变。‘ 
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必須加上一个联系感应虽度£>和电場强度 E 的关系式。在絕大 
多数的情况下，可以假定这种关系是綫性的。这种綫性关系相应 
于 D 展开为 E 的幂級数的头几項，幷且是由于外电場小于內部的 
分子場。 

D 对 E 的綫性相依关系，在电介质为各向同性的最重要情况 
下，取特別簡单的形式。显然，在各向同性的电介质內，矢量 D 和 
E 的方向应該相同。因此，它們之間盼 k 性关系归結为簡单的比 
例关系 A 

. D = aE , • (7. 1) 

系数 s 称为物质的介电常数，它是物质的热力学状态的函数。 
和电咸 应强度一样，极化强度也和电場成正比： 

P = (7.2) 

47T 

量 K 称为物质的极化系数(或物质的电介质极化率)。下面 （§ 14) 
将证明，介电常数总是大于1;因而极化率也永远是正的。稀疏媒 
质（气体）的极化率可以假定与它的密度成正比。 

在两种各向同性的电介质的分界面上，边界条件 （6.9) 和 
(6. 10) 取如下的 形式： • 

Etr^Etu SiE ^~ s < iE n ^ (7, 3) 

由此可見，电場强度的法向分量发生突变，它与两种媒赓的介 
电常数成反比地变化。 

在均勻的电介质內，常数，于是从方程 divD = 0 得出： 


①’但是，应該說明，这种关系假定了 D 与 E 同时变为零，严格說来，只在物理 
性质（成分、温度等)为均勻的电介质內才是正确的。在非均勻物体內，卽使 E ==0 ，D 
的値也可以不为零，并且由沿物体变化的热力学量的陡度来决定。伹是，这些項很小， 
实际上在任何現象中都不起作用。因此,甚至在不均勻物体內，我們以后也将用 （ H ) 
式❶ 


5 C 
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divP =0 o 由 （6. 3) 的定义，这表明，在这种物体內不存在体电荷密 
.度[面电荷密度 (6. 4)，一般說来幷不为零]。相反地，如果电介质 
不是均勻的，那末我們就得到不为零的体电荷密度： 

P = — divP= — div^ ——- D= — grad^™= 

47T8 47T 8 


E 


47T8 


•Vs. 


如果按照丑 =— gradSP 引入电場势，貝 IK 6. 1) 式自动地得到滿足，而 
由方程 divO = divsE = 0得出 


div ( sV 9) = 0. (7. 4) 

这个方程只在均勻的介电媒质內才变成通常的拉普拉斯方程。边 
界条件 (7. 3) 可以改写成如下的場势 条件： 



a 5) 

参 


(場势的切向导数为連績的条件与$本身的連槙性条件完全等 
效 )。 

在块状均勻的电介质內，对每一均勻部分， （?• 4) 式都变成拉 

普拉斯方程 A 9-0, 于是介电常数只是通过条件 （?• 5), 出現在問題 

的解內。但是这些条件只包含互相接触的两种媒质的介电常数之 

比。特別是，对被介电常数为 h 的媒质所包圍的介电常数为^的 

介电物体，求这种靜电学問題的解因而就归結为求眞空內介电常 

数为 s ^/ s 1 的介电物体的靜电学問題的解。 

% 

現在来硏究一个問題 •. 如果导体木是在眞空內，而是在各向同 
性的均勻介电媒质內，則前一节所得到的关于导体靜电場的結果 
应如何改变。_两种情况下，电势的分布都可用方程 A 9=0 来描 
写，其边界条件是在导体表面^保持不变，所不伺的只是代替与面 

电荷密度的关系：孤=一#=47^，現在是 
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D n — ^ Attct. ( 7 , 6 ) 

9 n 

由此可見， f 眞空內带电导体的电場問題的解，可由对电势和 
电荷 I 乍形式代換: 9~ > s 9^ e — e ， 或者 < p ， e -> e / s 7 变成求介电媒 
质內的相同問題的解。当导体的电荷給定时，場势和电場强度与 
它們在眞空內的数値比較，咸小 s 倍:場的这种咸小，可以直观地 
解釋为导体上的电荷被邻接的极化电介质上的面电荷所部分“屛 
蔽”的結果。如果导体的电势保持不变，則电場也保持不变，但导 
体的电荷增加了 s 倍。 

最后应該指出，在靜电学中，可以形式地把导体（未带电的）看 
作为介电常数无限大的物体，这即是說，导体对外电場的影响，和 
8^00的电介质（相同形状)所产生的影响相同。实际上，由于威应 
强度 D 的边界条件是有限的，因此，在物体內部，甚至 s — oo 时，它 
也必須保持为有限的；但这表明了在这种場內 ， E = 0, 这和导体的 

性质符合一致。 

( 

例 題 

^ 參 

1•設有点电插^距离两种不同的介电媒 k 的分界面为\試求这点电荷 
所产生的电場 

m - 設在媒质 j 內电荷 e 所在的点为 o 点，而它在分界面另一側的鏡 
像0^质2內）为以点（图10)。現在求出媒质 J 內的电場是两个点电 
荷——电荷 e 和 a 点上的虛电荷 d ——所产生 
的电場(参照§ 3的鏡像 法)： ' 

p 

列 W ， 

式中 r， ^分別是观測点至 0 点和 0 点的距离。 

現在求媒质2內的場是 a 点的虛电荷所产生 
的場： 

e ，， 

92 =5? 



m io 
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在分界面上 （r =〆)，必須滿足条件 （7. 5)， 从 （7. 5) 式， 我們得到 方程: 


—e r 


由此得 


f 1 + f 2 ’ 


e-\- e f e n 

- =s -: 

+ 石 2 


(1) 


当 £ 2 —oo , 有 92 =0； 也就是我們又回到 § 3 中所得到的对导电 
平面附近的点电荷所产生的場的結果。 

I 

作用布电荷6上的力（“鏡像力”)等于 〆 

7 ^二 ee， -f e Y £ 2 - 

F〉0 相应于 斥力。 

2, 与上題同，設有带电的无限长直导綫,与分界面平行，_距分界面为心 
試求这导綫所产生的場。 

解.和前一問題的解法完全相似，所不同的 M 是在两种媒质內的場势为 


— lnr -— lnr % 92 

芒1 ^2 


2e n 


lnr . 


式中6必 e〃 分別是导綫单位•长度和它的“鏡像”上的电荷，而 r, 〆是在与 
导綫垂直的平面內的距离。对于夂〆和 e ", 我們得到和 a) 式相同的式子, 

而作用在导綫单位长度上的力为 

• 2ee l ^ e 2 (g|-g 2 > " 

2h6\ fc£j(£j + 62 ) 

3. 設有带电的无限长直导綫与半徑为 a 的圓柱体（£ = £ 2 )平行幷距离其 
軸为 l>(b>a)( 导綫在介电常数为6的媒质內)，試求这导綫所卢生的場①。 

% 我們把媒质 i 內的場当作这样三条导綫在均勻电介质 G 內所产生 
的場,$中一条为实的带电导綫在每单位长度上带着电荷 <通过图11中的 
0点)，其它两条都为虛的带电导綫,分別在毎:单位我度上带着电荷和一 V， 
(分別通过4 点和以 点)。2点至圓心的距离为 


AO r 


a 2 

> • 
b f 


于是，圓周上的各点分別至 O 点和』点的距离 r 和〆 ，保持恒定的比値* 


①介电珠附近的点电荷的类似問題，不能在有限形式下解出。 
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^ = 因而在这圓周上，边界条件 tfe 够滿足。同样，求出媒质2.內的場是 

通过0点的导綫上的虛电荷在均匀媒食 h 內所产生的場。 

分界面上的边界条件，用电势 < p ( E = 一 grad 9 ) 和由 D = rotA (符合方程 
divD = 0) 所定义的矢势 A (参閱§ 3 )可以方便地表示 出来； 在平面問題中， 
矢量 A 的方向指向3軸（卽垂直于图平面 h 于是 E 的切向分量和 D 的法 
向分量为連續的粂件,与下列的条件 等效: 

91^92? = -^2 - 

带电导綫所产生的場，用极坐标 r , 沒时,为一 ^lnr + 常數， 

+常数(与 (3.18) 式比較）。因此，边界条件为 

o 9 p fr 

^ elnr — e f lnr f + e ^ lna ) = — ^ lnr + 常数， 

e ! J «2 

2[e0 + e r ff f -e r (0+0 r )J^2e ,r ff 

(各角的符号如图 11 所示；幷利用了相似三角形 GO ⑦和 SOM )。 由此得 
出：心 0 + V ) = Ae ", e — e f = e ，' 幷且对 〆 和 e ", 重新得到例題1的 (1) 
式 o * 

作用于带电导綫单位长度上的力与 OOf 平行，幷等于 

F = se ^ =2 -^-( h~~^h 

j : 2e 2 (£i — E^)o^ 

^ e^ei + e 2 ^(<b 2 —a ? ) 、 

( F >0 相应于斥力）。 ’ 

4. 所求与前題一样，但导綫通过介电常数为心的圓柱体內部 0> a )。 
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解.我們求出媒质2內的場 
是实导綫 e (图12中的 O 点）和通 
过圓柱外 A 点的虛导綫 〆 所产生 
的場。求出媒质：？內的場是分別 
通过0和0"、电荷分別为 〆 '和 
e — e 〃的导綫所产生的場。利用和 
前一問題相同的方法，我 ffl 得到 

Of 

e rr ^ e -- - - 

+^2 右》+芒2 

导綫所受到的圓柱体的斥力（当£ 2 >&时）为 

2ge， 1 二 2e 2 (£ 2 -eQb 
/ ^2 OA . ^ 2(^i + ^2)(^ 2 一 b 2 ) • 

5 •試证 明：由 r A 点处的点电荷 e 在任意的非均勻介电媒质內的点 
处所产生的場势 9 M ( r B ), 等于由 r # 点处的相同电荷在 r A 点 处所产 生的場 
势 5^( r JB)o 

解-場势 9> A ( r ) 和 w ( r ) 滿足下列 方程： 

div(fV9A) ==s —4treo(r — r A ), 

divCfV^p^) = 一 • — * • 丑） • 

用乘第一式， 9 A 乘第二式，然后从第一式减去第二式，我們得到 

x 

div(g3^£V9A) —div(9A^VsPB) ^ 

= — 47re<5(r — r^)gjjB(r ) +4ire5(r — r jB )9^(r). 

把这个等式对全部空間进行积分，就得到所求的关系式为 ' 

9 aC ^ b ) = 9 b ^ a )- 

§8. 介电椭球 

在均勻外电場內的介电橢球的极化，具有一些奇异的特征，因 
而引起了特別的兴趣。 

我們首先来硏究一个簡单的特殊情况^—外电場 © 內的介电 
球。我們用 S ⑷表示介电球的介电常数，而用乂6> 表示球外的媒质 
的介电常数。选擇 / 球面坐标系的原点为球心（极角0从 ® 方向算 
起），于是求出球外的場势为 



9 (c) = + 

第一項是外加电場的电势，而第二項給出球所引起的电势变化，在 
无穷远处变为零（与§3例題1的解比較)。于是球內的場势可以 
写为 

g) (i) = —jB®r; 

这是滿足拉普拉斯方程的唯一函数， 它 在球心上保持 有限， 而且只 
决定于恒 矢量® ―上述問題中的唯一参数。 

常数2和5从球面上的边界条件求出。但我們立刻注意到， 
球內的場桌均勻的，它和外加場 ® 的差別只是絕对値 
不同。 * , 

电势为連績的边界条件給出 

’=这(1—砉） 

( i 2 是球的半徑)，而由咸应强度的 法向分 量的連續性条件得出 


Z ) ⑷+醫) • 


从这两个等式內消去為我們得到 


去 (d + 28⑷ e (<> ) = s ( ，， ' (a 1 ) 


或者代人 = 于是 


3 s C6) 


( 8 . 2 ) 


无限长的介电圓柱体在与其軸 i 直的外电場中的問題，可以 


用完全相似的方法来解出（与§ 3的例題2比較)。柱体內的場， 

和前一例子中球內的場一样，是均匀的。它滿足下列关系式： 

• ♦ 

丄 (0(‘) + S ⑷ E ⑷）- (8. 3) 

2 • 


或 
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E U) 


2 s i€) 


Xi) 


+ B {i 




(8. 4) 


关系式 （8. 1) 和 (8. 3) 沒有显式地包含球或柱体的介电常数 
具有特別重要的意义，这是因为这两个关系式的正确性和物 
体內 E 与 D 間的綫性关系 无关; 在任何形式的关系下（包括各向 
异性物体），它們都成立。下面的类似关系式具有同样的性质。 
对于纵向場內的圓 柱体： 

（8.5) 

对于与場垂直的平行平 面板： 

E> ⑷ = (8. 6) 

这些关系式可从边界~条件直接看出。 

一般說来，任何橢球，不論其半軸 a 、 b、c 的比値如何，只要放 


在均勻的外电場內，都具有在其內部产生均勻电場的性质。利用 
橢球坐标求解介电橢球的极化問題，和中解导电橢球的扱化 
問題相似。 ' 

現在再求橢球外的場势为 (4. 22) 式： < p r = 9 oF ( e ), 其中函数 
F ⑹从 0 L 23) 得出。但在橢球內的場势奶內不可能包含这样的 
函数，因为它不滿足在整个橢球体积內場有限这一条件。实际上， 
我們来硏堯表面它是橢球体积內砂平面上的橢圓面。 
当 — c 2 时，（4•23)式积分的行为和^/^^^一样。因此，場强， 

也即是电势陡度，将和 + —样变化，而当 c 2 时趋向 

于无穷大。由此可知，对于橢球內的場，只适合常数的解， 
也就是說必須求出％的形式为 , 


9i = B<p 0 

我們看出，場势列和均勻場势抑的差別只是多一个常数因 
子。 換句話說,在橢球內的場是均勻的。 

我們在这里不去写出橢球外的意义很小的电場公式。无須实 
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际写出边界条件，只要利用一些我們已熟知的結果，就可以求得橢 
球內的均勻电場。 - 

首先假定，橢球在眞空內 o ( e ) = i )。 于是在矢量於％ i > (<) 和 
@(它們的方向都相同，即沿着$軸的方向）之間，必須存在下列的 
綫性关系： ' ^ 

式中的系数 a , 6和橢球的介电常数 s “> 无关，只依賴于橢球的形 
状。这种綫性关系的存在可以从边界条件的形式看出，从上面球 
体和圓柱体的例子，我們已证明这一点。 

要确定 a 和6,我們必須注意到，在平常的 = l 的特殊情況 
下，簡单地有 = 由此得到6^=1。另一个我們所熟知的 
特殊情况是导电橢球。在导体內 E (i> = 0, 而感应强度沒有直 
接的物理意义，但是可以把它看成是一个形式量，它和橢球的总偶 
极矩的关系为 ^ 

D== 47tP = Ait—. 

根据 (4. 26) 式，这时得到 

刀 * = ^ a ! n ^ r， 

也即是系数 b = n ix \ 因而 • 

这样一来，我們就得到下列的关系式 ®: 

(1 - = ^ (8. 7) 

对2/軸和'軸方向的場，适合相似的关系式，只是其中的系数 


‘①也可以把屯写成下列 形式： 

E^ = ^ x -^n^P x . 

量 Arn ⑼有时称为手乎$_。对于均勻外5&場中的磁化橢球，类似的公式也正确 
(参看§27厶与此相关•，:心>，《⑷称为退磁 系数。 


ai 


第二章电介质的靜电学 


不同。和特殊公式 (8. 1) 与 （8. 3) — 样，不論橢球內 E 和 D 的关系 
如何，它們都适用。 

= 从 (8. 7)，我們得到橢球內的电場强度为 


J 

1 

35 — l + ( s Ui - l )? i ^ 

(8. 8) 

而橢球的总偶极矩为 

4 



:(广— 似- 

4 tt 



ahc 6 (i) — 1 

(8.9) 

■ ■ ■■ 

3 l + ( s { i ) - l ) n [X) v 


如果場©在三个軸上都有分量，那末橢球內的場仍然是均勻 
的，但是，一般說来，不与@平疗。对任意选擇的坐标系，都可以把 
关系式 (8. 7) 写成普遍 形式： 

( 8 . 10 ) 

只要用代替乂％就可以很簡单地变換到媒质的介电常数 

o 

不为1的情况。这时， （8. 7) 式取下列 形式： 

(1 - n {x) ) + n w D^ = a (e (8. 11) 

这个式子特別可以应用干无限的介电媒质內橢球形小孔內的电場 
上，为此，必須令 a ci ) - l 0 

4 

， 例 題① 

1. 試求作用于均匀电場內迥轉橢球上的力短。 

解. • 根据普遍公式 (16. 13)，作用在橢球上的力炬等于 K =[ 讲@]，式中 
典是勝球的偶极矩 o 在迴轉機球內，矢量班位于通过对称軸和©方向的平面 
內。力矩方向与这个平面垂直，但利用 （8.0) 式迸行計算，得到它的絕对値 
为 - 


①这一节的例題中假定橢球在眞空内。 


K _ (e-iy\l- 3 n\(S t 2 Vsiu 2 a 

+ .1 — 抑 ] [(1 — ) £ + 1 + n ~\ y 

式中 Ct 是@的方向和橢球的对称軸之間的夫角，而 w 是沿这个軸的退极化系 
数[于是在与这+軸垂直的方向上，退极化系数为备力矩的方向 

是，它力图把长機球和扁 ffl 球(^>舍)的对称軸分別轉到与場平行 

和垂直的位置上。 

对导电橢球（€—«>)，我們得到‘ 




Fg 2 sin 2a. 


2. 設空心介电球（介电常数为 q 內外半徑为&和 a ) 位于均勻外电場 e 
內，試求球腔內的場。 . 

解-和正文中解連續球的場相似，我們求出球外眞空內（区域 J ) 和球腔 
內（区域幻的場势分別为 • 


— (£ cos ^ 


卜 泠)， 


^3= — cos^, 
而介电层內的場势（区域幻为 



屮 交 = cos 沒 



式中山 B ， C ， Z ) 为常数，、由 sp 和£ 在边界！一^和^上的連續性条件 

定出。由此可見，在球腔內的場是均勻的(球形层內的場 E 2 是非均 
匀的）。由常数的計算，得到下面的 結果： * 

3 ^ ~(e + 2 )C>e+l) ^ 2 (e-iy(b/a)^ 

3. 与上題相同，試求均勻的橫向場內空心圓柱体內的場①。 
g , 与前題一样，得到下面的 結果： 

E 3 = @ --- ' — ‘ 

3 • (£ + l) 2 -(6-l)^(6/a) 2 * 


①在均勻場內，答案显然为 e 3 = e 。 
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§ ? - 混合物的介电常数 ★ 

如果物质是小弥散的混合物（乳胶体、粉状混合物等等），那末 
我們可以硏究对大于 T 均匀性綫度的体积所求得的平均电場。对 

这种平均場来說，混合 k 是均勻和各向同性的媒质，因而描写这种 

• 

媒质的特征可以采用介电常数的有效値，我們把它表示为以4。如 
果豆和5是按上述方式而求得的平均場强度和平均咸应强度，則 
按照化合的定义，得到 ’ 

0 = 5 混合 £- (9 ， 1) 

如果蒗合物的粒子是各向同性的，而它們的介电常数之差小 
于 s 本身，那末就可以在普遍形式下算出^ ^値， 其精确度达到上 
面差値的、二次項。 

現在把电場强度的定域値写成或=忑+2尽而介电常数的定 
域値写成§ + &，其中 

s = ^sdv (9. 2) 

是对整个体积所求得的平均値。于是感应强度的平均値为 

D = (6 + 名拉 ）（E + 8E) = sE + S88E (9. 3) 

(因为按照以和 SE 的定义，它們的’平均値等于零）。在零級近似 
下， 6^-8； 于不为#的第一改正項当然为 h 的二次量，正如从 
(9. 3) 式所看到的一样。 

从未平均芳程 divD = 0, 精确到一級小項，我們得到 
div(s + 8s) (E+8K) = s div 2E+EV«s = 0, 

或者代入 8 E - - grad 舛后， 樁到 

8A8g> = EV8a. 

把 grad 作用到这个方程上，我們得到 

• A8E= -X(EV)V8s (9. 4) 

* a 
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- * 

对 （9. 3) 式的乘积 SWE 求平均値，可分成两步。首先对同一 

螫 

物质的各粒子的体积求平均値也即是保持 k 的値不变求平均値。 
从 (9. 4) 式,很容易地得到这样的 SE 的平均値。但是由于混合物 
整个說来是各向同性的，在对等式 (9. 4) 两边取平均値后，它右边 

的算符一变成 

dXjaXjc f 




于是得到 


A8E= -^EA?s 


由此得 


8 E = - 


将上式两側乘上 Ss , 然后对混合物的各組分求平均値，得到 




末了，把上式代入 (9. 3) 式，幷和 (9.1) 式比較，就得到所求的 


結果 


沒混合 = 吞 


3 s * 


(9. 5) 


这个式子也 K 以写成另一#形式，只要我們注意到，精确到二 
次項， 


(§+8右）各 


㈤ ） 

9# 


因此， 

s 盖合 

由此可知，在所考虑的近似下， s 的立力根是相加的。 


(9. 6) 
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例 題 , 

設乳胶体的濃度很小，而媒质（心 ） 和弥散相 U 2 ) 的介电常数之差为任意 
値，試求这乳胶体的介电常数。 

解.在积分 

(D- fjEW^D-^E 

內，被积秦达式只在乳胶体的粒子內部不为零。因此，它与乳胶体的体积濃 
度 e 成正比。在計算这积分吋，可以假定乳胶体粒子在平均电場强度为百的 
外电場內。假定粒子是球形的，幷利用 （8.2) 式，于是得到 D 和 E 之間的比 
例系数为 • 、 • 


茗混合 =^i + c 


3(^2 一 1 

£ 2 +2£j 


这个式子的正确性精确到 C 的一次項。在 q 户6 2 接近的情況下，它与 c 很 
小时由 （9, 6) 式所求出的結果相等(精确_ C &4一次項和6 2 -£,的二次項)。 


§10. 电塌內电介质的热力学关系式 

■ \ 

由于电場的存在使热力学性质发生改变的問題，对于导体来 
說幷不发生。因为导体內部沒有电場，因而它的热力学量的全部 
变化，簡单地归結为在总能量上加上一項由导体在周圍空間內所 
产生的場能达个董一般幷不依賴于物体的热力学状态（特別 
是溫度），因而例如，幷不会影响到导体的熵。 

相反地，电場透入到电介质內部时，对它的热力学性质发生深 
远的影响。要硏究这些性质，首先必須求出电介质內的电場发生 
无穷小变化时对被热絕緣的电介质所作的功。 

电介质所在的电場，必須設想为由某一带电的外导体所产生 
的，于是电場的改变可以看成是导体上的电荷改变的結果为簡 


① 我們在这里略去了电荷和导体物质的結合能，这种結合能将在§ 22中 討論* 

② 我們褥到的最后式子，只包括电介质內的場値，_与电#的起源无关。由 
于这一原因,我們无須預先說明电場不是由带电导体产 生的； 而是例如由带到电介质 
内的旁电荷或屯的热电极化（参看§ 13) 所产生的。 



电場內电介质的热力学关系式 
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单起見，我們假設只有一个导体，带的电荷为 e ， 电势为，。于是使 

S. 、 

导体的电荷增加一个无穷小量 Se 所必須作的功等千 

^ SR=^(pSe; ( 10 . 1 ) 

这是把电荷 Se 从无穷远处（該处电势等于零）移到导体表面幷因 

， - 

而通过电势差9时，电場对电荷 以所、 作的机械功。我們現在把 
8 i 2 变換成用导体周圍的充滿了电介质的空間內的場値来表示的 
形式。 • ' 

如果认是电咸应强度矢量在导体表面法綫方向上的投影(对 
电介质来說为外法綫，对导体說为內法綫），那末，导体上的面电荷 


密度等于于是 




由于在导体的全部表面上电势9不变，于是我們可以写出 




4 rr 




右面的最后积分对导体外的全部体积进行。旣然变化后的場和初 
始場一样，滿足場方程，因此 ， div 8 D = 0, 于是 


div ( SPSD ) =9 div 8 DH - SD grad qp = — E 8 D . 


< 10 . 2 ) 


这样一来，最后得到下列的重要公式： ' • 

8B= [^^dV. (10. 2) 

J 47T 声 

应着重指出，这个式子內的积分对全部場进行，其中也包括眞空区 
域，假如电介质沒有充滿导体外的全部空間的話。 

鼻 

对被热絕緣的物体所作的功，不外乎是熵不变时物体能量的 
变化。因此，在确定物体总能量（其中也包括电場能）的无穷小变 
化的热力学关系式內，必須添上我們所求得的 (10. 2) 式。用秘表 
示这能量，于是我們得到 
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+ dv . (10. 3) 

( T 为溫度, P 为物体的熵）①。相应地，对于总自由能穸=秘— 
一 77®，我們得到 ， 

8歹= + J -[ e 8 D d 7. (10. 4) 

47 TJ 

对导体单位体积內的量，也可以写出相似的热力学关系式。 
設？7, S 和 P 分別为物体单位体积的內能、熵和质量。大家知道， 

在单位体积內，通常的內能的热力学关系式（不存在电場）为 

, dU^TdS + ^dpj 

式中£是物质的化学势⑧。如果电介质內存在电場，則上式必須 

再添上从 （10.3) 式的被积式內所取出的一項 < 即变成 

« 

d?7= TdS + 以 /> 十 ^-EdD. (10. 5) 

47 T ， 

对于电介质单位体积內的自 由能: F ^ IJ - TS , 相应地得到 


dF= -SdT+^dp + ~Kd£> 

47T 


( 10 . 6 ) 


这里求得的关系式构成了电介质热力学的基础。 

J • 

我們看出，量 C / 和 P 分別是对变数 D 和 T ， P ， D 的热力学 
势。特別是将这些热力学势对矢量 D 的分量求微分，可以得到电 

① 劈到物体的体积(它的微分通常包含在5敬的表达式內）时，应該注意到，在 
电壤 r 內，一般說来,物体变成不均勻的，因此体积不再能表征物体的状态‘ 

② 只有当物体內的溫度不变时，考虑这个量才有意义 o ， 

③ 参閱“統計物理学”第三扳§ 24。在那里代替质量密度，我們采用了单位体积 
內的粒子数卞和密度的关系为是分子的质 置）； 因此，本书所用的化_ 
势定义和“統計物理学”中的定义相差一个因子（化学势現在是屬于单位体积，而不 i 
竭 于物质的一个粒子乂 • 

我 in 在这里采用字母 f 表示化学势，以代替更通常采用的符号 M ; k 表示物质阬 i 
箝度的字母^和表示电荷密度的相同，但这不会引起誤会，因为这两个量永远不会在 
一起出現。 



場强度为 


10. 电揚內电解质的热力学关系式 


E=c MI§) s ,， 47r ( 票 ) 


(10. 7) 


在这方面采用自由能更为方便，因为对上式微分时必須保持溫度 
不变，而且这时內能要用不大方便的量 ■ —熵——来 表示。 

除了和 P 外，引进热力学势也是很有用的，其中的独立变数 
为矢量 E 的分量，而不是矢量 D 的分量。这些量是 


U = U-^ f F ^ F -^ 9 

Arr 47T 


( 10 . 8 ) 


对这些量求微分，我們得到 


sdU ^TdS + UP - 

4tt 

dF— — SdT+ (dp — -^-DdE. 


(10.9) 


( 10 . 10 ) 


由此特別得到 

D — 47r (i& 乂，， - Mm (io . io) 

我們注意到，带有〜符号的字母所表示的热力学量和沒有〜 
符号的热力学量之間的关系，芷好相应于§5內对眞空內的导体 
的靜电場能量所引进的关系式。实际上，和我們在§3开头所进 
行的完全相似，这时我們利用电介质体积內的方程： div 3 D = 0, 和 
导体表'面的边界 条件: A * = 47 rcr , 可以将积分 fEDdF 变換成 

-^― |ED^F = — Jgradgo.DdtFs 

. - 9a ^ ndf = ao.iu 

因此，例如得到內能为 

=秘— 〜， (10. 12； 


(10.11; 


(10. 12； 
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这和 （5. 5) 式的定义完全一致。 • ， 

把用导体（場源）的电荷和电势所表示的这些量的无穷小变化 
的公式加以比較，也是彳艮有益的、例如，得到自由“的变化(在給 
定的妞度下）为 

(85^) j ] qp g 8e g , < (10. 13) 

、 a 

得到；的变化为 

(8 ^) T = (85 ^) t —«2]9 aCa = _ 2 e a 8 9 a - (Id 14) 

a a 

可以說，锋有〜符号的量是对于导体电荷而言的热力学势，而带有. 
〜符号的量是对于导体电势而言的热力学勢。 • 

由热力学可知 ® ，各种不同的热力学势都具有一种性质，即在 
热平衡状态下，对物体状态的各种变化为极小値。在表述电場內 
的这些平衡条件时，必須指明，是硏究导体（場源）的电荷不变还是 
电势不变时的状态变化。例如，在平衡状 态下， 相 g 于导体的溫度 
以及电荷或电势不变时所发生的状态变化，穸或笋具有极小値 

瓤 

(物体的熵不变时，同样的对双和衮也正确）。， 

如果导体內发生了和电場沒有直接关系的某种过程(例如，化 

% 

学反应)，那末，对于这些过程而言的$衡条 件是： 当物体的密度、 
溫度和咸应强度 D 不变时 P 为极 小値； 或当密度、溫度和电場强 
度 E 不变时 F 为极小値。 

到此为止，关于 D 对 E 的关系，我們幷沒有作任何假設，因此， 
不論这种关系的_质如何，所得到的热力学关系式都是适用的， 
現在把它們应用-具有綫性关系的各向同性的电介质上 3 
在这种情况下，对关系式 （10. 5) 和 （10. 6) 进行积分， 得到 ， 


①参考“統 St 物理学”第三版，§ 15,1951。 


电揚内电介质的热力学关系式 
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u= , Uo( s, P )^£- f 


(10. 15) 

式中 t 7 0 和凡 是指沒有电場时的电介质而言。由此可見，在現在 

V 

的情况下，畺 ' { ’ 

Z ) 2 = bSP^ED 
. Sits Stt Stt 

是由于电場存在而引起的介电媒质萆位体积內的內能变化（保持 

熵和密度的数値一定）或自由能的变化(保持溫度和密度一定)。 

对热力学势疗和得到类似的关 系式： 


U=U 0 (S 7 户 )- 盖 ’ 

F = Fo(T,p)-^. 


( 10 . 16 ) 


我們看到，在这种情况下 ， f 一 /? c 和行-%之差只是相差一个正 
負号，如同对眞空內的电場所存在的情况一样（§5)。但是，在介电 
媒质內，只当 D 和 E 为綫性关系时，这种簡单的关系式才适用。 

为以后参考起見，我們写出物质的熵密度沒和化学势 C 的公 
式，从 （10. 15) 式得到这些公式 如下： 


S 0 CT ，>) + 


Z ) 2 

8^? 


(备1 = 


= So ( T , p )+ m ^， (10- 17) 

=Co(r，P) —备 (著 )〆 （ 10 . 18) 


(10. 17) 


不言而％，只在电介质內部，这两个量才不为零。 

将 （10. 15) 式对整个空間进行积分，就得到总自由能。由于 
(10. 11) 式，我們有 - . 
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— =4-^!gg9 g > (10. 19) 

a 

I 

i f 

上表达式在形式上和眞李內的导体的靜电場能量的式子相同。从 
导体的电荷发生无穷小变化时的变化 s %( io . 13) 出发，也可以直 
接得到这一結果。在現在的情况下， D 和 E 为綫性关系，于是全部 
場方程以及其边界条件也都是綫性的。面此，导体的电势应为（如 
同眞空內的电場一样）导体电荷的綫性函数，对等式 （10. 13) 进行 
积分，就得到 （10. 19) 式。 

应該着重指出，在这些討論中幷沒有假設电介质充滿导体外 

4 

的全部空間。如果是后一种情况，那末利用§ 7末所得到的結果， 
还可以更进一步证明下列的 論断： 当导体的电荷不变时，由于介电 
媒质的出現，导体的电势和場能，与眞空內的場的这些量比較，都 
减小了 S 倍。如果导体的电势择持不变，則电場能量和导体的电 
荷都增加杉倍。 

例 題 

試求竪直的平面电容器內液面升高的高度。 

% 当电容器两板的电勢保持一定时，袅必須为极小値，其中还必須計 
及液 柱在重力場中的能量于是从这条件容易得到 


§ 11. 介电物体的总自由_ 

如在前一节中所定义的，总自由能梦（或总內能嗍)也包括使 
电介质极化的外电場的能量在內。除了这个量外，硏究不包括場 
能在內的总自由能也是有意义的，而这种場当导体不存在时存在 
千整个空間內。我們虑©表示这种电場的强度。于是，在上述意 


n . 介电物体的总自由能 
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苳上的“总”自由能等于 积分： • • 

KO ， . （1L1) 

式中 p 是自由能的“密度”。我們在这里采用 § io 中表示积分 

气 

的同一字母梦来表示这个量。应該着重指出，，的这两种定 

义的差別只是归結为一个不依賴于电介质的热力学状态及其性质 
的量，因此，一般幷不会影晌到这个量的基本的热力学微分关系 
式®。 

現在来計算溫度保持不变和媒质的热力学平衡状态沒有被破 
.坏时所发生的电場的无穷小变化所引起的梦的变化 

因为 j - ESD , 因此得到. 


8^ = ^j (E8D- & 8&)dF. 


这个式子恒可以改写成下面的 形式: 


(D -@) S(^dV + ^^£(80 - ^)dV 

一冬 f(E) - E)S®^7. 

47T J 


4ttJ 、 / 

在第一个积分內，写出 8® 
幷把它进行分部变換： 


( 11 . 2 ) 


grad 抑 0 Oj > 0 是电場 ® 的电势）, 


grad 


8^po(D — = j* — @)c2f — 

— js 9 odiv(D —©) d ! T . 


① 应該注意，从 F 內减去是沒有 意义的 ，因为电場 E 由于电介质的出現发 
生了变化，因此，不能把 差値： 看作是这种电介质的自由能密度。 
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容易看出，等式右側的两个积分变成零。对于体积分，可以从方程 
divD = 0 和 div@=0 直接得到，电介质內的場和眞空內的場都分 
別滿足这些方程。第一个积分对产生場的导体表面和无穷远表面 
进行。如通常一样，后一积分变成零，而在每一导体上，抑。=常 
教，于是 


— 890 丰 (D —@)if. 


但是，按照定义，場 ® 和感应强度为 E > 的电場 E 是由同一源产生 

•- 

的（也就是由总电荷为 e 的同一导体所产生的）。因此，两个积分 
f 认办和+ ® n df 都等于同一数値 4rre, 而它們的 差値罅 于零。 


由相似的方式可以证明， （11. 2) 式的第二項也等于零（为此， 
在第二項內代入 E = - grad 9 ,幷进行相同的变換)。最后得到 


8^= ( D - E ) 8® dF = - (11. 3) 

値得注意的是，在这个式子內，积分只对电介 k 所占据的体积进 
行，因为在物体外 ， P = 0。 _ . 

值是应該着重指出，被积式 P 3® 不能解釋为物体^由能密度 
的变化，如同对 (10. 3) 式和 （10. 4) 式所作的解釋一样。首先，这个 
“密度”在物体外也应存在，因为它的存在也使周圍空間內的場发 
生畸变。其次，十分显然，在物体任何一点处的能量密度，只能依 
賴于該点处实际存在的場，而与物体不存在时的場无关。 

如果外电場©是均勻的，則 ' 

83 ^= - S ( sjpdV = (11. 4) 

式中 safe 物体的总电偶极矩。3此，在現在的情况下，自由能的热 
力学恒 麵式可 以写为 , 

d ^=-^ dT -&( M . (11. 5) 




11. ^ 介电物体的总自由能 - 


77 


所以，对总自由能取 微分， 就得到物体的总电1爵 极矩： V 

^- ( 餐)/ (1L6) 

我們注意到，上面的式子也可以从普通的統計力学 公式： 

~^r = \d\) T 

直接得到，式中&是組成物体的粒子系統的哈密頓函数，而入是 
描写物体外界条件的某一参量®。在均勻外电場@內的物体，哈 
密頓函数包含姿的一項，其中会是偶极矩的算符，选擇 © 作为 
参量X，我們就得到所求的，公式。 

如果 D 和 E 的’关系是綫性的，即 D -^ E , 那末由相似的方式， 
不但可以显式地算出变化 S 穸，而且也可以算出歹本身。于是我 
們得_ 

这个式子恒可奴改写成下面的 形式： 

穸一穸 0== ^^( E + e )( D -@)6 ?F — — ‘ 

令等式右边第一 i 內的 E + ®= —grad(? + 9^， 幷进行和上面完全 
相同的变換，可以证明，#式右边第一項等于零。因此，我們得到 

歹丄穸 0 (「， T ) = 一 (11.7) 

特別是在均勻的外电場內， 

/ 1 

、 • 梦一梦。(7, T )=- • (11. 8) 

对关^式 （11. 3) 直接进行积分,也可以得到上面的等式，只要 
注意到，由于全部場方程是綫性的（当0二迅)，因而电偶极矩采 

麴 

①参閱“眛針物理学”第三版，§§11, 15 d 
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也必須是@的綫性函数。 . 

深和 S 的分量間的綫性关系，可以写成下面的 形式： 

乳 ( H . 9) 
如同我們对导体所进行过的一样 （§ 2 )。但是，与导体不同的是， 
介电物体的“极化率”不但与它的形状有关，而且也与它的介电常 
数有关。从关系式 (11. 6 ) 可以直接得出張量的对称性 （§ 2中 
已提到过的）；只要注意到二阶导数 

3 2 穸 T/ 

和取微分的順序无关。 

.(11. 7) 式还可以在一种重要的情况下进一步簡化，即当 s 近 
于1，也就是介电常数 1)/4 tt 很小。在这种精况下，計算 

能量时可以略去由介电体的出現所引起的場畸变，即可令 

P= = 

于是 • 

牙一 ， G = - y (11. 10) 

2 J . 

式中积分对介电物体的体积进行。在均勻电場內，偶极矩53 = 
= 7 k @ ，而自由能为 、 

牙一， 0 = (1 L 11) 

2 

在 D 对 E 为任意关系的普遍情况下，不能得到 （11: 7) 和 

(11. 8) 的簡单式子。于是，为了算出歹，可利用下面的 公式： 

• ■ 

叫卜-"£^叫( F -譽-¥中， (11 - 12) 

这个式子的推导，在进行了上面的計算以后，已很明显。在这里， 
被枳式（在后一积分內的）在介电物体外变为零，于是只对 介电物 
体的体积进行积分。 
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例 題 . 

% 

如果物体不是在眞空內，而是在介电常数为的媒质內，試求代替 
(:^^彡的公式。 

解. 为此重复正文内的变換，我們得到 

、 

§12 - 各向同性电介质的电致伸綰 

对于电場內的固体电介质，不能像对电場不存在时的各向同 
性物体那样，引入压强的槪念，因为这时作用在物体上的力（将在 
§§15、16中求出这些力）沿物体而变 j 匕，因而是各向异性的，即使 
物体本身是各向同性的。要精确求&这种物体的形变（称为电致 
伸縮)，必須解彈性理論的复杂問題。 

但是，如果我們只对物体的总体积变化威到兴趣，那末情况可 
以大为簡化。如在§ 5中指出的，在这种情免下，可以假定物体的 
形状不变，也就是把物体的形变看成是均勻的各向压縮或伸展。 

我們将忽略物体周圍外部媒质（例如大气）的介电性质，也就 
是假定媒质的介电常数8=1。蹲质的作用只是在物体表面产生均 
勻的压强。下面我們用 P 表示这种外压强。如果如是物'体的总自 
由能，那末按照熟知的热力学关系式， 

卜-潔 I ， 

相应地，在的微分式中必須加入一項-私 iF 。 于是，在均勻的 

外电場內，代替 （11. 5) 式，我們有 

- 9 ? dT-pdV-&fdf&.. 

按照通常的热力学定义，引入物体的总热力学势： 

= ( 12 . 1 ) 

I 
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对这个量求微分(在均匀外电場內），得到关系式： 

-ydT+Vdp — 深派 ( 12 . 2 ) 

热力学量在外电場內的改变通常是一个非常微小的数値。大 
家知道自由能的微小变化 （ T 和 F 保持給定）和热力学势的微 
小变化 ( T 和？) 保持給定)彼此相等。因此，除了 （1 L 8) 式，对于均 
勻外电場內的物体的热力学势，我們可以写出类似的关 系式： 

沪 = 沪。 — 备 @ 瘐， (12. 3) 

式中梦。是指保持給定和电場不存在时的物体而言[而 （11. S ) 
式的是 r 和 f 保持給定値和电場不存在时的物体的自由能]。 

• 按照 （1 L 9) 式，将偶极矩对^和®的关系表为显式形式，于 
是我們可以把 （12. 3) 改写成 * / 

cP=^ 0 (p 9 T) ^±Va i/6 (S^ k , • (12. 4) 

按照場不存在时的物惨的状态方程，改正項必須表示为溫度和压 
强的函数。特別是在^3质的介电常数很小的情况下，这个式子可 

以簡化为 • • v 

% 

^ = 、 ’ (12.5) 

(参看 （11. 11) 式）。 . 

現在直接将沪对压强求微分 ( T 和@保持不变），就得到所求 
的外电場內的体积 变化： F «。 例如，从 （12. 5) 式，我們得到 

、- F 。一货聲)/ ⑽ 6 ) 

这个量可以是正的，也可以是負的（与导体的电致伸縮相反，导体 
的体积 在电場內总是增加的）。 

用类似方式，还可以算出 V 等溫地加上外电場时电介质所吸收 

①参閱“統計物理学”第三版， S 15,1951年 0 
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的热量 Q (同时外压强保持不变）①。 L a 

将妒一梦。对溫度求微分，給出物体的熵变化，再乘上 T 后， 
就得到所求的热量。例如，从 （12. 5) 式，得到 




(12. 7) 


Q 为正値相应于吸收热量。 


1,試求均匀电場內介电橢球的体积变化和电热效应,設电場方向与機球 
的一軸平行。 

解.按照公式 (12. 3) 和 (8. 9)，我們有 . 


£p £P 


V £了1 

8ir w£ +1 一 H 


e 2 . 


于是我們求得体积变化为 


v-v ( 

V 


( S 2 f 

"&TL 


£ 一 1 _X_ 

n£ + 1—n K (n€+l —n) 2 


GI) T ]’ 


而电热效应为 


TV ^ 


5 — 1 


a + 


&rr \_nS +1 一 n («£ + 1 — w-) 2 


( DJ ， 


式中臺一为物体的压縮系数，而 a = 为热膨張系数 • 


特別是对垂直于电場的平行平面板 ， w = 1,于是 

二 g 2 p r l 1 . 1/3£\ 一 


1- l (^ e \ 1 

V &TL e K 

卜聲降 + 鍛) J : 


对纵向場內的平行平面板(或任何柱体 ), w = 0, 于是 


v-v t 

F— 


这 2 「 

8 ttL 


^^-(鋒);]， 


I ,式中 G 是压强 P 不变时物体的热容量< 
C p 


82 
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Q 


TVQ 2 


(£_ l)ot + ( 


da 


8?r L 、， … ， wr 

2. 設有平行平面板垂瑱:于电場，試求两板間的电势差保持不变时的热容 
量嘗，与感应强度保持不变舲的热容童贫 d 之差，在两种情況下，外压强都保 
持不变 ① o 

% 根据例題1的結果，平行平面板的熵为 


P 一 _( 百 ): 




£-1 




板內的場感应强度和外电場相等 : d -： ©。因此，要計寞热容量贫仍必須保持 

© 不变而对9求微分。平行平面板两面間的电势差为其中 Z 

* £ 

是板的厚 k 。 当物体受到均勻压縮或均勻膨脹时，？与成比例地改变。因 


此，要計簍热容量贫竹必須保持乘积 
咎量之差为 y 


© F 3 


a 


不变而对 Y 求撖分。于是求得热 




D 


4ir€ 


X 


卿 [― Kia> 

f ]- 




BTJp 


3 •試求均勻电介质內的电热效应，电介质的筠体积保持不变。 

%严格說来;在加上外电場后，物体的密度犮生变化(沿物体变成不均 
匀的），卽使物体的总体积保持不变。但是在計算总熵的变化时可以忽略这 
种情丸而把物体每一点处的密度看成不变②。 

按照 (10.17) 式，物体的总熵为 

I 

AUD+g (普乂 J 歲 




① 嘗〃是平面电容器两板間的薄板的热容量，电容器接在有恒定电动势的电路 
內。在开路的电、容器內，两板上的电荷不变，于是薄板的热牵量为冢 

② 密度变化知是电揚的二次量（~奶)，而播引起的总熵变化是四次量。实际 

上，总熵的綫性变化 （对扣 来說)是伹由于物体的总质量不变，积分 
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式中的积分对物体的全部体积进行。嗎收的热暈为〜 

4. 試求平行平面板的总体积不变时的-贫之差(参看例 M 2)。 
m . 若板的总体积（因而厚度）不变，則电势差不变时的微分等价于电場 
强度 I 不变时的微分。利用例題3所求得的熵的公式，我們得到 




TVE 2 / 36 V 
\ dTjp 



5. 設电容器由相距的两导电面构成， A 小于电容器板的綫度；电容器 
两板間的空間內充滿介电常数为 h 的物质。設在电容器内放人半徑为《<<?»， 
介电常数为 h 的小球。試求电容器电容的改 ' 变。 


解.設小球放人电容器后，电容器两板間的电势差9仍保持不变。当导 
体的电势不变时，备起着自由能的作用 c 在沒有小球时，冢其中 G 


是电容器原来的电容。由于小球的体积很小，可以假定小球系放在强度为 


© ■的均勻电場內，而备的改变很小。当电势不变时；的揿小变化等于場 

h 

源的电荷不变时茨的撖小变化。利用 S 11內例題中所捍到的公 式和 2) 
式，我們得到 


由此 求搞 电容为 


cr C 眇 2 a 3 £ (6 >(£ ( °-£ (6> ) 9 2 

茨 = 2~ 一 Y 26⑺ +F “ h 2 , 

n 门、 « 3 £ (0> (£⑴一芒⑷） 

G = U 0十 - 2 £ ( 0 ) + £ 0 — • 
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在各向异性的介电媒质（单晶体）內，威应强度和电場强度之 
間的綫性关系具有更复杂的形式，这时不能化为簡单的比例关系。 
这种相依关系的最普遍形式，由下列表达式 給出： 

Di ~Do% + ( 13 . 1 ) 

式中 D q 是恒定矢量，而全部的& A 量构成一个二秩張量一介电 
常数張量（或者更簡单地說，介电張量）。但是关系式 （13. 1) 內的 
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自由項 E >6‘ 幷不是在任何晶体內都存在 e 大多数的晶軸对称类型 

不容許存在恒定矢量（参閱下面)，于是簡单地有 

« 

D % = ’ (13. 2) 

張 M 是对称的： 

^ ilo ~ (13. 3) 

要 证明这 一点，只要利用热力学“系式 （10. 10) 就足够了，幷注意 

到二阶导数 ^ 

A 9^F dDi __ 

； “涵 ~dEf,^ Sih 

和求微分的次序无关。 ' 

对于量歹本身，我們得到表达式（在滿萆 （13. 2) 式下）为 

F = Fq --^^. 、 （13.4) 

自由能尸等于 

、 F = =f + ^± = = Fo +~ 7 ^^. (13.5) 

47T 07T 

和任何二秩的对称張量一样，由适当选擇坐标軸，可以把張量 
心|3化成对角綫形式。因此，在普遍情况下，張量^ b 由三个独立 
量，即三个主値 s (1) 、 s (3> 、，决 定。这些量永远大于1,如同在各 
向同性的物体中一样（参閱§ 14)。 

根据晶体对称性的不同，張量 々 Jb 的主値数目也可以小于三 

攀 ， 

个①。 

在三斜系、单斜系和菱形系的晶体中，这三个主値各不相同。 

这种晶体称为双軸晶体②。这时，在三斜系晶体內，張量 Alb 的主 

• ♦ • • 


①利用張量代数中一个熟知的結果，卽任何二秩的对称 張童相 应于一个所謂 
“張量橢球”（其半軸长度与張量主値成比例），于是我們可以特別簡单地得到下面所描 
述的張量的明显的对称性质。这时榍球的对称性必須相应于&体的对称性 # 

' 4 

© 这个名飼和晶体的光学性质有关——参閲§§ 78, 79。 
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85 


軸方向和任何結晶学方向的关系都不是单値的。在单斜系晶体 
內，有一个主軸的方向是預先規定的，即它必須和二次的对称軸相 
合或者垂直于晶体的对称平面。在菱形系晶体內，張量的三个 
主軸在晶向上都是固定的。 

其次，在正方系、菱面系和六角形系晶体內，三个圭値中有二 
个相等，于是总夫只有两个独立量，这样的晶体称为乎亨辱乎。这 
时主軸中有一个主軸和四次、三次或六次的对称晶軸相合，而其他 
两个主軸方向可以任意选擇 • 

最后，在立方系晶体內，張量8^的三个主値相同，而主軸方 
向完全是任意的②。这表明，張量^^的形式为“伽也就是由一 
个标量 S 来决定。換句話說，就介电性质来說，立方对称晶体和各 
向同性物体沒有差別。 

現在我們討論 （13.1) 式中項为常数的晶体的介电性质的 
特征。这一項的存在表明，电介质在沒有外加电場时也会自发地 
极化;达种晶体称为但是，这种自发极化的数値实际上 
常常是很小的（与分,这一情况是由于大的 D c 値将导 
致晶体內存在强电場，而这在能量上說是很不利的，因而和热力学 
平衡不相对应。很小时同时也保证了将 E ) 展开为 E 的幂級数 
的合理性，而展开式的头二項也就是 （13. 1) 式。 

对关系式 

一 4 71 " =认 —Do% + 色认瓦虹 

进行积分，可以求得热电晶体的热力学量。由此得到 


① 張量槺球在这神倩况下退化 A 迴轉橢球，它对橫軸是完全对称的。应該籀重 
指出，对于由 二秩对 称張量决定的晶体的物理性质，三次对称軸的 存在， 等效于垂直于 
这軸的平面內的完全各向同性。 

② 在这里張量橢球退化为球。 
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(13. 6) 

于是自由能为 

F=F+ 与丛 =F 0 + 1^5 ijg；c = 

47T 8rr 

= Fo + ~DoO (- Da — Z > oa ?) • (13. 7) 

应注意的是，歹內的風的綫性項已从卩內消去①。 

将 （13. 7) 和 （13. 1) 式代入 （11. 12) 式,可以求得热电体的总自 
由能。在沒有外加电場的情况下，@==0,于是得到簡单的結果为 

F = f ( P 0 - 管) dF . (13.8) 

値得注意的是，沒有外加电場时，热电体的自由能（和电場 E — 
样)，不但依賴于它的体积，而且也依賴于它的形状。 

如上面所指出的，幷不是晶体的任何对称性_有热电現象。 
因为在任何对称变換中，晶体的全部性质必須保持不变，因此，十 
分显然，只有晶体內有一个方向在所有对称变換中都保持不变（其 
中也包括不改变为反方向）的晶体，才是热电 晶体； 在这方向上有 
一个恒定矢量 D c 。 

只有由一个軸和通过該軸的对称平面所組成的对称群才滿足 
这一条件。特別是具有对称中心的晶体，明显地不可能是热电体。 
我們現在从32种晶类中，列举出那些存在热电性质的 晶类： 

三 斜系： 

单 斜系： C 7 S , 

菱形系： C 2i； ， 

①应該指出，在这些式子中，我們实际上略去 了连曳 费瘦 ( 也就是內应力对物体 
电性的影响参閱 § 17), 因此，严格說来，这些公式只能应用于物体內不存在应力幷且 
物体的全部体积內电揚为均勻的淸况)。 
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正方系： C^ VJ 
菱面系 ： Czy Csvj 
六角系： c 6vo 

在立方系中，不言而喩，一般不存在热电晶体。在 G 类晶体中，热 
电矢量 o 。 的方向和任何固定的晶向无关，而在 <7 S 类的晶体中，热 
电矢量 Do 的方向必須在对称平面內。在上面所列举的其余晶类 
中， Do 的方向和对称軸的方向重合。 

应該指出，在通常的条件下，热电晶体沒有^电偶极矩，虽然 
晶体中的极化幷不等于零。問題在于在自发极化的电介质內有不 
为零的电場强度 E 。 实际上，晶体样品通常都具有某种很小但不为 
零的电导率，由于这一原因，电場的存在将引起电流，这种电流一 
直維持到晶体面上生成的自由电荷使晶体样品內的电場消失为 
止。在該方向上有从空气中淀积在样品表面的离子。实驗上，对 
晶体进行加热以使晶体的自发极化数値发生变化，幷且能观察到 
这种变化时，我們就能观察到晶体的热电性 J ©。 


例 題 


1. 試求热电球体在眞空內所产生的电場。 


在球內存在均勻电場，电場强度和感应强度的关系为 2 E=-D 
[如 f ^( s . 1) 式当 e - o , 卽沒有外加电場时所得到的一样]。 把送关 系代入 
(13.1) 式，我們得到 方程： 

选擇坐标軸为張量的主軸。于是从这式子得到 



2+F^* • 



球的极化为 


球外的場为电短为琛的电偶极子 所产生 的場。 
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o 


2. 試求各向异性的均勻媒质內点电荷所产生的場① 

解.描写点电荷电場的方程为 = (点电荷在坐标原点处）。 

在各向异性媒质內 ， Di = e ik E k ^ e ik ^； 选擇張量的主軸为： y ， 0 軸， 

己 ① k 

于是得到电势方程为 

=* —4ire5(a0 5 (y)5( 洛 ） • 

按照下式引进新 变数： 

x^=x f \/S ⑷， y^y’s /£ (y) - z ==〆>/£( 

于是电势方程变为 

• ' d 2 <p d 7, p 3 2 y ^ 
dx 12 dy t2 dz ’ 2 

= -7 上 ) £ ⑴ W )5W5(3,) ， 

它在形式上和眞空內的場方 _ 区別只是用 


( 1 ) 


e 


SP 


\/ £ ⑻ £(! />£( 名 ) 


如 


N / £ < a ?) e (|/) £ ( z ) 
!/ 2 . 名 2 1-蚤 


代替了 b 因此， 


£ ( a ?) 1 £ (^) 

采用張量符号,不依賴于坐标系的选擇，我們有 


+ 


£ 


iz ) 


e 


一 , ~~ ■ — _ - _ _ 

式中^丨是張童的行列式。 

3. 試求各向异性的介电媒质內导电球(半徑为 a ) 的电容。 

利用前題内所指出的变換，求出电荷为 e 的导体球在各向异性媒质 
內所 P 生的电場，归結为求出分布于橢球面上的电荷 V 在眞空內所产生的 
电場： 

= i (a? W S iv) y f 2 +s Czy z r2 = a 2 . 

利用橢球的場势公式 (4.14), 求得所求的电容为 


1_1 

'c 35 2V Y (x) e { ^e ( z) 


了 [ G+D + + 


di . 


①在 2—5 題中，假定各向异性的介电媒质不是热电性质的。 
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4. 試求均匀外电場 © 內的各向异性平行平面樨內的电+ 場。 r 

解.从电場强度切向分量的連續性条件得出 

E =@ + _ An ， 

式中 E 是板內的均勻电場强度, it 是与板面垂直的单位矢量，而汲是常数。后 
者由感应强度的法向分量为連續的条件求出： JtD = n®, 或 
niSiu (5 k +^ e ik nin k == © ^ 由此得到 

(芒 a 一 

5 . 試求均勻外电場 ® 內（眞空内）的各向异性介电球所受到的力矩。 

解.按照 (8. 2) 式，得到球內的电場强度为 

E * == £^+2 ^ x 

(£； y 、 私有相似的式子)，同时选擇張量的主軸为而軸。由此得到球 
(半徑 《) 的偶极矩分量为 

A-. c(ar) 一 1 

于是，作用于球上的力矩的分量为 

_ 芒（游）—艺 （2/) 

K 产 [»@]^ = 3 a 3 ©疋 

〆 

和 E： y 有相似的式子。 

6. 設在无限的各向异性媒质內有一球形空腔。試用媒质內离球腔很远 
处的均勻电場 E ( e ) 表示出球崆內的电場。 

解.由例題2內的变換式 (1), 媒质內的場势方程可以化为眞空內电場 

的拉普拉斯方程。相反地，球降內的場势方程可以化为介电常数为 j4r, 
的媒质內的場势方程。此外，球（半徑 《) 变成半軸为; 


的橢球。設 n ⑻， 找 ,!/> ，好⑴为橢球的返极化系数[从 （4. 25) 
式得出]。将 (8. 7) 式应用到这赌球的場上，我們得到关系式为 


(1一》 ⑻） 


n ⑻ 3 y < i >^3 9 w 
dx r 


(在!/和 W 铀上有相似的关系式）。現在化回到原来的坐标，得 
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§14. 介电常数的正値性 

为了闡明电場內电介质的热力学量对介电常数的依賴关系， 
我們現在来硏究一个形式問題，就是当 s 发生无穷小变化时，物体 
总自由能內的电能部分如何变化。 

对于各向同性的电介质（但不一定是均勻的），按照 （10. 19) 
式，有 

当 s 变化时，电場感应强度也发生变化。因此，所硏究的自由能的 
变化等于 , 

叫 ^ 7 - & 秦 

t 

等式右边第一項，和場源（导体的电荷）发生无穷小变化时所完成 
的功的表达式 （10. 2) 相同。但是，在現在的情况下，我們所硏究的 
是場源不变时的場变化；因此，这一項变为零，于是我們得到 

83^= - ( ss ^- dF . (14. 1) 

J 07 T 

从这个公式首先可得出下面一个重要 結果： 媒质的介电常数 
的任何增加，即使只在媒质的某一部分內（場源保持不变)，也会使 
媒质的总自由能减小。特別是可以断言，未带电的导体移到介电 
媒质內时，自由能总是减少，因为可以把导体看作（在靜电学中 ） 《 
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为无限大的物体。这种論断推广了 § 2 士 所提出的一个 定理： 将不 
带电的导体移到眞空內时，使眞空內的靜电場能量减小。 

另一方面，利用 （14.1) 式，可以证明§ 7所提到的一种情况， 


即任何物体的介电常数都大于1 ( 也就是电极化率¥是正的）。 

4tt 

为此，必須首先单独 证明： 当介电物体移到电場內时，介电物体的 

r 


自由能的总变化为負値 ®。 这利用热力学的扰动理論就能证明， 
只要把物体-由能的变化看成是它的量子能級受到电場扰动的結 
果。按照这一理論，我們得到® 


n m 


1 — 


nn^V nn) 


(14、2) 


式中是未受扰动的能級， V mn 是扰动能的矩陣元，而短划表示 
用吉布斯分布 


oxp 


kT 




所得到的統計平均値。 

(14. 2) 式內的項是場的綫性項，只在热电体內才不为零。 
但我們挢咸兴趣的是对場为二次的自由能变化，它由 （14. 2) 式中 
其余的項得出。从这里所写出的形式可以明显地 看出： 它們是負 


的 o 

如果将自由能的变化形式地雩作是物体的介电常数逐漸地从 
1变化至$値的結果，那末从 （14. 1) 式‘出，只当时，穸一歹0 


① 所指的变化与湯的平方成正比。伹是要記住的是，在热电体內，自由能的变 
化也包含場的綫性項，伹在这里我們对这一項不感兴趣。 

② 参閱“統計物理学”第三版，§32,公式 C 32.5) 和 （32.6) •，上面写出的公式和这 
些式子的区別只是写法不同。 
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才是負的，由此就证明了所作的論断。 * 

由同样的方式可以证明，对各 向异性 的介电媒质的張量化 A 
的主値，有不等式#>>1。为此，十分明显，只要硏究三个主軸中 
毎一主軸上的場能就 够了。 

特別是，把某一电荷从无穷远处移到介电物体附近时，使总自 
由能咸少（这可以看成在电荷周圍的电場的某一区域內 S 增加)。为 
了由此得出 結論: 任何电荷都被吸向电介质，严格地說来，我們还 
必須 认为： 在电荷与电介质間的有限距离內， P 不能达到极小値。 
我們在这里不去詳細证明这一論断，因为在电荷电介质之間所 
出現的吸力，可以极其明显地看成是这电荷与由电荷所引起的极 
化电介质的偶极距相互作用的結果。 

从 （14. 1) 式可以直接得出，在准均勻电場內（也即是在物体的 
全部体积內可視为不变的电場內）介电物体的运动方向。在这种 
情况下， 於可 以从积分号下移出来，而差値穸一为負値，幷与 
妒成正比。因而，当介电物体趋向于占据自由能为极小値的位置 
时，物体向万增加的方向移动。 

§15. 液态电介质內的电力 

計算任意询不均勻电場內电介质上所受的力（有时軚为有质 
动力).的問題，是相当复杂的,幷且对液体（或气体)和固体,必須分 
別进行硏究。我們首先来硏究比較簡单的液体电介质的情况。 

我們用表示媒质^体积元抓所受 的力； 矢量 f 可以称为 
力的体密度。 * 

大家知道，作用在物体某有限体积上的力，可以化为作用于該 
体积表面上的力®。这一情况是动量守恒定律的結果。体积^7 


①参閲“連隳介质力学”第二版，第二册，§2。 
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內的物质所受到的力是单位时間內它的动量变化这动量变化必 
須等于相同时間內經过表面进入体积內的动量。如果用一表 
示动量流張量，則 

\ fidV = (15. 1) 

等式右边的积分对体积 F 的表面进行。 張量称为应力張量。 

♦ •參 參 

显然地， 


汀 ik<if Jo 

是作^于面积元对上的力的 i 分量 （ n 是表面法綫方向的单位矢 
量，指向体积 外)。 

相似地，作用于該体积上的总力矩也可以化成面积分，由此就 
保证了动量守恒定律得到滿足。大家知道，这样作所以可能是因 
为应力張量的对称性 (0^=(7^); 由此可知，后者正是动量矩守恒 
定律的表达式。 


把 （15. 1) 式的面积分变換为体积分，我們得到 


由于积分的体积是任意的，由此得到 




3^允 


(15. 2) 


这是体积力用应力張量表示的熟知公式。 

現在我們来計算应力張量。表面上的每一小段可以視为平 
面，而物体的性质及其附近的电場，也可以看成是均勻的。因此， 
为了使推导簡化，但幷不限制其普遍性，我們来硏究在任意方向的 

均勻电場內均勻物质（指成分、密度和溫度而言）的平行平面层（层 

► 

厚 fc ) ①。 这个电場可以設想为由加在层面上具有相应电荷分布的 


①同时在应力張量內，我們拋去了与温度陡度、电游等有关的項。伹是这些項 
比起未包含导数的項，无穷地小，如同在》与 E 的关系中出現的含有导数的項很小 
一样。 
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导电平面所产生的。1 

仿照計算力的普遍方法，我們使其中一个导电面（“上面的”) 

受到一无穷小的虛平行位移 f f 的方向是任意的，不一定和法綫 

n 的方向相合。我們假定导体的电势（在导体毎一点处）在位移过 

程中保持不变，而由位移所引起的电介质层的均勻形变是等溫的。 

表面单位面积上所受到平行平面层的作用力为 一 or ^ r ^。 在 
1 

虛位移过程中，这个力所作的功为-另一方面，导体发 


生等溫形变和电势不变时所作的功，等于的戚小，或者等于 

层单位表面积上的 fc 罗的咸小。于是 * 

— ^{hFy^hSF ^ Fhh. (15 - 3) 

液体的热力学量只与它的密度有关（保持溫度和电場强度一 
定）；不改变密度的形变（位移形变）不会影晌热力学状态。因此， 
我們得到液体內的等溫变化 S 罗为 



(15. 4) 


物质层的密度变化与其厚度变化的关系式为場 

h 

的变化可計算如下。 

設在位移肘，有0—11)点的物质落在空間（半徑矢量为 r ) 的某 
点处，这里 II 为层体积內的质点的位移矢量。因为在我們所硏 
^的条件下（均勻形变和导电面的电势不变)，每一质点位移时都 


带有場势，因此，在空間的一給定点处場势的变化为 

S^^^pCr — u) — 9?(r) = — uVg? = uE, 

式中 E 为未形变层內的均勻电場。但是由千形变善均勻的，.我們 
有 
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(15. 5) 


式中3是至下面表面的距离。因此，电場强度的变化为 


8 E 


n ( E ^). 


(15. 6) 


把上面得到的全部式子代入 （15. 4) 式，幷考虑到祕 = 

我們得到 

tri h ^in k = (nD) (^E) — (^n) + (^n )F = 


{ EjD ^ _ 
( 4 tt 




w 


由此最后得到应力張量的表达式为 


^ ih 


p - p (WL 


8 if o + 与色 . 

4 tt 


(15. 7) 


在各 向同性 媒质內（即本节硏究的情况）， E 和 D 的方向相合。因 
此, Ejy ^ E ^ D ,, 張量 (15. 7) 是对称的，这正是当然的。 

在 D -8 E 的綫性关系下，我們有 

TT1 I _ m\ SjEj^ / -• X f >、 


F = F 0 (p,T)- 


Stt 


(15. 8) 


[参看 （ia 16)]。 ％是电場不存在时物质单位体积內的自由能。按 

照熟知的热力学关系式，一克物质的自由能对体积度的导数等于 

* 

压强： * 

(^TT\ =Fo ~ p (W)r ~ Po； 


Po = Po ( p , T ) 是 P 和 2 M 直保持給定値和电場不存在时媒质內的压 
强。因此，把 Q 5. 8) 式代入 (15. 7) 式后，我們得到 ♦ 


ih— —poCpj 8 — P 




sEiE ^ 


(15. 9) 


在眞空內，这个式子变成大家所熟知的电場的麦克斯韦应力張 
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量①： 

两种互相接触的不同媒质作用于分界面上的力，必須大小相 
等，方向相反，即 ctoqUiq = — cT r ik n f kJ 式中带撇的量和不带撇的量，分 
別屬于两种媒质。法向矢量《和乂的方向相反，于是可以写成 

criion ^^ cTikn ^. (15. 10) 

在两种各向同性媒质的交界面上，力的切向分量相等的条件 
恒被滿足。实际上，把 （15. 7) 式代入 （15. 10) 式，幷取出切向分量， 
我們得到 

但是，由于 E , 和从为連績的边界条件，这个等式已被滿足。由力 
的法向分量相等的条件，可以得到加在两种媒质內的压强差上的 
非平庸 条件。 

例如，我們来硏究液体和大气間的交界面（可以假定后者的 
« = 1)。我們用撇来标示大气中的量，幷利用 （15. 9) 式的 o ^， 我們 
得到 

-抑(以)+£^(奈)/ ☆(風 —贺 .)= 

大气 +#■ ■(風 2 —釣 2 )‘ 

07T 

考虑到边界条件: E t = E ， t ， ，可以将上述等式 
写成 

Po(PyT)-p^^ 餐 _ 读)， 

♦ 

(15. 11) 


①参閲“湯論”，第二版，5 32. 
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这个关系式必須理解为从液体內的电場强度来确定液面附近的液 
体密度 P 的式子。 

現在我們来求出作用于介电媒质內的体积力,按照 （15. 2) 式， 
对 （15. 9) 式求微分，我們得到 



47 T 


考虑 到浦™ 尝= 0 ,最后一項括号內的表达式变为下列 


二項 之和: 


一 sBjq 


2 xi 


十 2)/(3 


_ _y\ ( _ ^ Ej \ 

dx^ h \ 9cVi dx h ) 


但由于 rotE = 0, 这个式子变为零。于是得到 


f — 


- / 


E 2 

Srr 


grad s . 


(15. 12) 


如果电介质內有体密度为的旁电荷，那末，在 f 力上还必 
須加上一項 E dhr D /4 tt , 因为 dhr E >=4 ttP 旁，因而这一項等于 

(15. 13) 

但是不能认为这一結果是不证~自明的（参閱§ 16例題3)。 

' 如在§7中所提到的，在气体中可假定 s — 1之差与密度成正 

比。于是 一 1而（ 15 . 12 )式取更簡单的形式： 

f = — Vpo + ^^7 grad 於 （15. 14) 

无論是組分均勻的或非均匀的媒质， （15. 12) 式都适用。在非 
均勻媒质內， s 不仅是 P 和 T 7 的函数，而且也是沿媒质而变化的混 
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合物濃度的函数。但在組分均勻的媒质內， s 只是 P 和 T 的函数， 

而 grads 可以展开为 . 

—⑶， +( 著)， . 、 

于是 （ 15 . 12 ) 式取下列 形式： 

f = - Vi>o(/o, T) + [y ( 务乂 ] - 叙备乂 VT. ( 15 . 15 ) 

如果物体內的溫度保持不变，那末第三項变为零，而在第一項內， 
可以用 pVCo 代替 Vpo ( 按照沒有电場时的熟知的化学势热力学恒 
等式： 户祝。 = 办。 —/SWT ) 和 

f 一 — 乂 （ 15 . 16 ). 

但是，方括內的表达式不是別的，是电場內的物质的化学势 C [参 
閱 （ 10 . 18 ) 式]，于是 f=-pvi 0 

特別是当溫珲不变时，力学平衡条件 f= 0 为 

d 罢(0)，常数， （ 1517) 

这与普遍的热力学平衡条件符合一致®。这个条件通常可写为更 
簡单的形式。在电場作用下，媒被密度的变化与炉成正比。因此， 
如果沒有电場时媒质的密度是均勻的，那末在存在电場的情况下， 

在 （ 15 . 15 ) 式后面的二項內，应令 p = 常数；在上面假定綫性关系 
D = 成立的公式內，計算 P 的变化超出了这些公式的精确度。 
于是，令 （ 15 . 15 ) 式的 f 等于零，当溫度不变时，得到平衡条件为 

P^P, T) - = 常数， （ 15 . 18 ) 

这个式子和 （ 15 . 17 ) 式的差別，是用$代替了 C 。 

①参閱 “疣針 物理学”第三版，§ 26,1951。 
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§ 16 - 固体內的电力 

固体的介电性质不但随其密度的改变而改变（和液体一样)， 
而且也随着不改变密度的形变（位移）而改变。首先我們来硏究沒 
有电場时为各向同性的物体。一解說来，物体的形变会破坏它的 
各向同性；因而它的介电性质也变成是各向异性的,于是标量介电 
常数 s 必須用介电張量^^来代替。 

大家知道，描写弱形变物体的状态是利用形变張量：， 

/ 

%! ° 2 \9x k r 

式中 uO 、 y 、：0 为物体各点的位移矢量。由于这些量很小，因此在 
分量 Aib 的变化內，只要取《^的一次項就够了。与此相应，我們 
把形变物体的介电張量写成下面的 形式： 

+ + (16. 1) 

式中々为未形变物体的介电常数，而后面二項（含有两个标量索 
数〜和《 2 )代表最普遍形式的二秩張量，这張量可以利用綫性方 
式由張量的分量組成。 

現在来看一看，前一节所給出的推导必須作那些修正。因为 
在固体內戶与形变張量的全部分量有关，因而代替 （15. 4) 式，必 
須写为 

SF = P&E ^ 名议 i/a* 

4 ： 7r. 

在所硏究的虛位移情况下，矢量 U 由 （15. 5) 式得出，于是形变張 
量为 

Uik = 

把上式代入 S 罗內，幷考虑到張量的对称性(因而也是导数#的 

dU ikt 
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对称性)，我 ffi 得到 


SF 


1 ns'P I 

_ D8E+ __ 


(16. 2) 


現在，十分显然，对于应力張量，代替 （15. 7) 式，我們得到表达式 
为 

9F\ . EjD h 

£ 4 tt 


<y%h = Fi ik +( 


(16. 3) 


不論 D 对 E 的关系如何， （16. 3) 式都适用。对于非热电物体 
和非压电物体（其中从=“私），歹由 （13. 4) 式得出，于是我們得 
到所求的导数为 - 


9F 

3叫 * 


二 9F 0 

认 


一 (jHE i E} Q + a^E 2 3 化 ). 

07T 


然后，在 （16. 3) 式中，令^- 因此求得应力張量的公式为 


…- (16 - 4) 


CT 涩是沒有电場时的应力張量，按照彈性理論中的普通公式，它由 
刚性模量和縮模量决定。 

現在我們来对各向异性固体进行类似的計算®。这时应对上 
面的推論作如下的 改变： 当物质层发生虛形变时，它的晶軸也发生 
轉动，这样一来，晶軸相对于外电場的取向也发生改变。由于晶体 
的介电性质是各@异性的，因而导至歹有一附加的改变，而这在 


①在这公•式內的量歹，和上面一样，是物体单位休积的自由能，伹是，在彈性理 
論中，通常采用稍为不同的 定义： 热力学量是®于未形变物体单位体积內的物质量的， 
而在形变以后，这物质可以占据另一体积。很容扃从一定义过渡到另一定义，只要 
用張量来表示形变时的相对体积改变[由于 （16.3) 式內有《认的导数，必須精确 


到二次項]。結果 （1S.3) 式的头两項变成 一項: 


2 F 

duwc 


，这与弹性理論的一般公式符合。 


②在§ 17中，我确将看到，晶体的电致伸縮現象，在一定的对称类型下，和各向同 
性物体的电致伸縮差別很大。这种晶体称为压电晶体。 这里所 指的是非压电晶体內 

^\y\m 

的电致伸縮。 




16. 固体內的电力 
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( IS . 2) 式內沒有考虑在內。在計算这一改蹇时，不 鏽暇定 晶糖相 

对于电場 E 旋轉了一角度还是假定电場相对于晶軸旋轉了一 

* 

角度一 3中，'都是一样‘的，但第二种方法更为方便。 

由此可見，在我們前面所硏究过的場变化 （15. 6) 內，还必縯加 
上轉动一角度 - 时的电場 E 的 变化： 


*E 


•n(EO —[ 〜， E].. 


角 和形变 时的位移矢量 u 的 关系为 == -irot u ( 我們注意到， 

在物体轉劫角时，它#点的位移为 u = [ gg >- r ], 因而很容易地 
得到上面的等式）。把 (15. 5) 式內的 u 代入,我們得到 




8 E = -- ln ( E ^)+ i [ E [ n - 1]] = -^( n ( E ^)+ i ( nE ». 


(16. 2) 式內的第一項变为 1 




KnD )(^ E ) + (^ D )( nE » 


__ 1 £ ^ (EiJ)ic+E]oDi\ 

] — )• 

\ f 

由此可見， （16. 3) 式內的乘积丑必須用上式括号內的半和来 
代替： ， 


o - ifc =P s ih + 暮 + 士 ⑽ k .+E k Dd , 


(16. 5) 


我 ffl 注意到，所求得的式子自动地对下角标 i 和&是对称的，这正 
是应当的。 〜 

至于形变晶体的介电張量，代替含有两个标量常数的表达式 
(16. 1), 在普遍情况下，我們有下列的表 达式： 
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^ SijQ — 6 ) 

式中叫 Jb ⑽为四秩的恒定張量，它对两对下角标 i , &和 是对 
称的（但对两对下角标 i ， A 和 ？， rn 的換位不分称)。达个張量的不 
为零的独立分量數目4取决于晶体的对称性，也即是取决于晶体的 
类型。 

我們在达里不准备写出应力張量的公式[它与 （16. 4) 式类 
1 似]，达利用 （16, 6) 式即可得到 e 

由上面得到的公式，可以求出固体电介质內的应力。但是，如 
果我們只是希望求出外电場作用于物体上的总力 F 或总力矩 K ， 
那末幷不需要求出这些公式。現在我們来硏究在液体（或气体）媒 
质內保持靜.止的物体。作用于物体上的总力等于对物体表面所取 

的积分 f cru ^ W /。 由于力 心叫 是連續的，因此，无論从 (16. 4) 式 

的 < r < l 8 値来計算这积分，或者按造用于物体周圍媒质的 （15. 9) 式来 
計算达积分，結果都是一样。假定媒质处于力学和热平衡下，于 
是，如果考虑到平衡条件（15, 18)$，則計算工作还可进一步簡化。 

由于这个条件，在应力張量 （15. 9) 內有一部分表示媒质內的恒定 

> 

均勻压縮或拉伸压强，它們对作用于物体上的总力 F 和总力矩 K 
沒有貢献。因此計算后者时可以把 cru 簡单地写成 

’ (16. 7) 

式中 E 为液体內的电場，而 s 是液体的介电常数。这个式子和眞 
空內电場的麦克斯韦应力張量不同的地方是多了一个因子 s 而 
已。于是 

F = ^ c |) | E ( nE ) - | df 7 (16. 8) 

、 .•- .4 

K = ^ { t fE 3( nE ) (16. 9) 
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" _們还注意到，因为液体处于平衡状态下，因此在这些公式 
內，可以对包圍待硏究物体的任何封閉面进行积分(伹是，当然不 
包括作为場源的带电体）。 

我們也可以从另一角度来計算作用于电場內电介质上的总力 
問題（在眞空內），也就是不采用实际存在的电場，而采用电介质不 
存在时給定場源所产生的电場《来表示总力，这也就是物体被带< 
入的“外电場〃。此处假定了当物体带入电場时产生电場的电荷分 

* 

布幷不起变化。这一条件实际上不可能得到滿足，例如，如果电荷 
分布于伸长导体的表面和电介质被带至离导体有限距离的話。 

当整个物体虛平移了一无穷小距离 u 时，物体 的总自 由能变. 
化按照 （11.'3) 式为， 、 

85? = Jp&(gdF, 

r 、 

式中 

_ 

+ u ) — ®( r ) = ( uV ) 这 

是物体某一給定点处場 ® 的变化。由于11 =常数和 mt ® = 0， 我 
們有 

P(uV)®= (PV) (u©) =u(PV )®， 

另一方面，于是我們得到所求的力的公式为 ® 

V 

* < 

• F-=J(PV)@dF. (16. 10) 

由类似方法，可以求出作用于物体上的总力矩。但这里不准 


备进行釋应的計算，只是給出它的結果： 

* > 

_ -- … . * 

. • * ^ 

①但是应莆重指出，这积分內的被积式不能解釋为力的体密度。問題在于，电 
介质內的定域力，不伹和湯®有关，而且也和它內部的 本征揚 有关，由牛动惫守恒定， 
律，后者对总力沒宵貫献，但它釤响力在物体体积內的分布。 
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K = |[ Pe ] d 7+|[ r 9 ( PV )@] dF . (16. 11) 

在整个物体范圍內可以 fe 定为不变的准均勻場內， （16. 10) 式 
在第一近似下給出 

F - (52> V)® f (16. 12) 

式中深为极化电介质的总偶极矩，当然，把 （11. 8) 式的，直接取微 
分,也可以得到这一結果。在 （16. 11) 式內，在第一近似下，与第一 

項比較,一般地可以略去第二項，因而得到下面的自然 結果： 

K =[5»@]. (16. 13) • 


例 題 

I 

1. 設一介电球(半徑为 a) 位于均匀的外电場 ® 內，由垂直于場方向的 
平面切为两半。試求两个半球之間的吸力。 . 

g . 設想两个半球被一无穷小的狹縫分隔开，幷将 (16. 8) 式〔其中 f = l ) 
对半€表面积分，就可以求出这力，这时 E 是球面附近眞空內的电場强度。根 
据 (8. 2) 式，球 內的屬 是均匀的，丼且等于'酊” = 3@(2 + 0(£是球的汁电常 
数)。狹縫內的場垂直于表面，幷等于 



在球的外表面上， 

• = = cos ^ 

式中$是半徑矢量和@方向之間的夫角。 

算出积分后得到吸力为① * 


①这个表达式在 e — oo 时的极限値和§ 5中洌題3导电球的鍩果相同，只是偶 
然的（实际上这些力的符号是不同的）。这两种情况在物理上并不是等效的，可斟从 
下面一点明显看出， IP 在两导电半球（电势相同）的狹縫內沒有电場，而前面的例題則 
有电場 r 存在。 . 



§ 17 - 压电体 


m 






y 


2. 試求均匀的外电場內介电球形状的改变。 

- g . 和§ 5中例題4的解完全相似。在求球的形状的改变时，我們假定 
球的 S 积不变化①。对于自由能的彈性_部分，我們得到和§ 5中例題4完 
全相同的式子。电能部分由下式得出 

而且，按無 (16.1) 式^ $軸上的介电常数为 

£=£ 0 + a t u xx = £ 0 + ~a t {u xx — u uy ) = € 0 + ^ ai 

从总自由能 il 最小値的条怦得到 

a 一 b 9 这 2 (^o — 1) +5(X3 

.^ B ^ m 40^."~(£ 0 +2) 2 ~ • 

* 

当 € 0 — oo 时，这个式子过渡到为球导体@結果。 

3. 試求各向同性的固体电介质內^在旁电荷时电介质內的体积力，假 

定电介质是均勻的。， * 、— 

赞_假定 G ，％ 为常数，幷利用方程 rot ^ E =0 和 divD 兰 e 0 divE = 47 T />^， 
.于是从 (16. 4) 式我們得到 

f )afr £2+ ( X ~ ^) PxEi ' 


§17 - 压电体 

电場中各向同性的电介质內所出現的內应力，是电場二次的 
效应。这种效应也存在于一系列晶类的晶体內。但是，在一定的 
对称类型下，晶 p 的电致伸縮性质具有完全不同的特征。在这些 
、物体（称为压电体）內，电場所产生的內应力与場的一次幂成正比。 
相应 地也存在相反的效应 一 ffi 电体的形变引起 ffi 电体內出現电 
場，这电場与形变的大小成正比。 

在压电体中，我們蹲兴趣的是基本的綫性效应，因而在普遍公 

①求体积的改变見§12例題1。 
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式 (46. 5) 內^哦們可奴赂去場的二次項。于是 

\^iIo /t,B 

在下一节中，我們将采用未形变物体单位体积內物质的热力举 i 

4 ' — 

(参閱100頁上的底注）。这样理解歹的意义时，我們就簡单地得到 



相应地微分 df 的热力学关系式为 


(17 - 1) 


dF= - SdT+crijodUijo - ^-DdE ： (17. 2) 

47T 


对其中最后一項，我們必須作下列 說明： 严格說来，在这种形式下， 

■ 

这一項[从 (10. 9) 式移来 ] 是屬于变形物体的单位体积的。不考虑 
到这一点，我們就会有誤差，但是，在現在的情况下 〈对压 电体而 
言)，这种誤差是比 (17. 2) 式其佘各項更高次的小量。 

在 （17. 2) 中，張量分量起着自变数的作用。有时取的 
分量作为这种变数，也是很便利的。为此，必須引进热力学势，幷 
定义为 

F — Ui ^ cri ^ ' (17.3) 

这个量的微分为 ， 

d ^= 一 SdT 一 Uijod<rijQ 一 、乂 — (17. 4) 

47T 

攀 • 

应該着重指出，按照 （17. 3) 和 （17. 4) 式，在电动力学中引入热力学 
势不与 （17. 1) 式的疋确性有关，因此，这只对 ' 压电体是可能的。 

I 

在这样定义了我們所需要的热力学量以后，現在我們来描述 
晶体的压电性爾。选擇〜 ft 和馬为自变数， 舞們必 須把寧应强度 
D 看作为它們的函数）而在这函数的展开式內必須只保存它們的 
一次項。在矢量分量展开为二秩張量分量的幕級数內，在最普遍 
情况下，綫性項可以写为 47 ry i 7 kl cr kh 其中常数的总和构成一 


个三秩張量（引入因子 4 tt 是为了方便)。_張量 cr 谳对它的 IT 角 
标是对称的，因而十分显然，也可以假定張量力⑻对相应的两个 
下角标也是对 称的： 

y%j hi ^ yiyiioi (17. 5 ) 

为了明显起見，我們用逗号将对称的下角标丨与第三个下角标 
分开。我們把張量称 d 压电張量，晶体的压电性质即完全由. 
它决定。 ’ 

把描写压电性质的項加到晶体中的电咸应强法的表达式 

雪 

(13.1) 內，我們有 . 

• Di ~ Dio~h ^ 4：7 ryi ^ icr (17 - 6) 

在热力学量內，也会出現相应的附加項。电場不存在时，非压电晶 
体內的热力学势为 

. • J 

〜 1 

<p=,.ct> = ci> 0 — m <r ijG (Xi m y 

- I - 

_式中是屬于未变形物体的，而第二項代表普通的彈性能量，由 

彈性恒定張量决定①。对压电体而言，我們有 

* » 

~ 1 1 

①張量則 fclm 确定应力和形变的关系为 






在“連嫌介质力学”中（第二部分，§ 10)，我們曾写出逆关 系式： 

显然,張量的所有对称性质完€和張量 \ iklm 的对称性廣、相同 
在自由能尸內，彈性能为 正号： 


从 F 內减去 < T ik u ik 7 卽褥到热力学势，因此 


O 弹性 =厂 弹性 —cruttffc 


■^iJcJniMikV-Un 





108 


第二章电介质的靜电学 






m 

47T 


EiDio ^ y i .miEicr jqi 


后面三項的形式是这样决定的，由关系式 

90 


Ui = — 4rr 


2 E , 


* (17. 7) 


@求得的 石对私 的导数（保持內能和溫度不变）必須与 （1 Z 6) 式 
• 相同。 

知道了 3，就可以从 （17. 4) 式得到形变張量用应力 cr <ft 和电 

場 E 所表示的公式为 ' 

✓ 

u ik = — ^ ) = t ^ ihlTnP ' Im ^ y (17. 8) 


应該注意到，在压电晶体內，把量和心〃作为彈性常数 

和介电常数，在一定的意义上是有条件的。在我們所选擇的定义 

» • 

下，它們分別給出电場强度不变时形变对彈性应力的依賴关系和 
应力不变时威应强度对电場强度的依賴关系。如果发生索变时电 • 


咸应强度不变，或者我們所硏究的是形变不变时咸应强度对电場 
强度的依賴关系，那末，起着彈性系数和介电常数的作用的将是其 
他的量，这些量可由張量和7的分量表示出来（虽然形式相 
当复杂)。 

求出压电物体內的場，必須和求它的形变同时进行，因而这是 
靜电学和彈性理論的共同問題。也即是必須求出靜电学方程 

零 

divD =0, rotE = 0 (17. 9) 

( D 从 （17. 6>式得出）和彈性平衡方程 

.• ^^ = 0 (17.10) 

如 * 

的共同解，幷且滿足物体表面上相应的边界条件，以及考虑到由 

(17. 8) 式所給出的 cr < ito 和形变之間的关系。在普遍情况下，送样 

• *• 

来提出問題是很复杂的。 


§ 17 . 压电体 109 

对于具有自由表面（即沒有加上任何抓械外力）的压电橢球 
体，問題可以进一步簡化。在这种情况下 （ § 8)，压电体內的場，因 
而以及它的形变，都是均勻的，而全部彈性应力 = 

最后，我們提出这样一个問題，哪一些晶体对称类型容許存在 
压电性质。換句話說，必須考虑对称条件对張量的分量所 
加上的約束条件。在普遍情况下，这个張量（对下角标 A 和？是对 
称的）有18个不为零的独立分量，、伹实际上，独立分量的数目通常 
要比这少得多。 

在給定晶体的全部对称变換中，張量％, w 的全部分量必須 
保持数値不变。申此立即得到，在任何情况下，具有对称中心的物 
体（当然其中也包括'一切各向同性物体)，不可能是压电体。实际 
上，在中心反射时（三个坐标都改变正負号），三秩張量的全部分量 
都会变号。 

在32种晶类中，容許有压电性质的总共有20种。这首先是 
§13中所举出的具有热电性质的10种（热电体同时也是压电体)。 
此外，下列10类晶体也是压电 晶体: 

菱 形系： A ， • • 

正 方系： 

菱面系： 

六角系： - Oe ? 

立方系： T ， T do 

全部晶类的压电張量的不为零的分量，都列入本节的例趫內。 

/ 

例 M 1 

1 . 試对容許有压电性质的非热电晶类，求出張貴的不为奪的各分 
量 o • 

% 晶类包含三个51相垂直的二次对称軸，我們选擇它們为 
軸。^这些軸旋轉180°,三个坐标有二+变号。芮为％扮的分量和乘积 


no 第二章 4 介质妁靜电学 

丨 _ ■•睡 _ ▲— _ _ _____ __ _ _ _ 

- ' --.- ，- 

X 押柳一样樂拱，因而只彝三个下角标都不相同的分量才不 为零： 

^ a ?, yzy ^ z , ryy zxl 

其余不为零的分量，由于都等于这些分釐。相应地，热力学势 
的压电部分为① • 

中电 5= ” 2( < y a? ， y:_B J? cr 1 ；；5 + y y^gEytr^z + y 2 fXyE z^xy^) * (1) 

在 晶类认 的坐标軸上,再加上二个对称平面，就得到晶类 D 2ay 这二个 
对称平面通过其中一軸(設为0軸)，丼杷$軸和2/軸之間的夫角分为两半。 
在其中二对称平面上納反射表示下列变換： x -^ y f y ^ x 7 因此，由交 

換下角标工和 J / 而得到的 y h jc } 的不同的各分量应該相等，于是 (1) 式的三个 
系数中，只有±个是独 立的： 

x^yz 3=3 ^ VfXZ * 

在晶类 z > 2 上力 n 上四个 H 次的对角对称軸， 就得？ ii - 类 r 。 繞这些对称 
軸旋轉时$， j /， z 軸循坏換位，例如 a ；— Z ， y — x ， 闻此， （1) 式中的三个系 
数变成相等： 

1 x 7 yz — • Zyxy — i t/^zar 

对于立方晶类 r rf ， 得到相同的結果。 ‘ 

晶类1> 4 包含一个四汝对称軸 （ 《軸）和在邛平面內的四个二次对称 
軸。除了晶类 Z > 2 的对称要素外，我們在这里只須再硏究繞 z 軸旋轉90 °的 
情況，也卽是只須再硏究下列 变換: x — y ， y — - x , z — z 0 由于这种变換， （ l ) 
式的系数有一个变成零 ^ yz ^ x =^ ^^ z ^ xyy 由此得= 而其他 
二个系数只相差一个正 負号： ' 

、 "^xjyz 一 ^ y-fxzy 

对于晶类 d 6 得到同样的結果。 

晶类汉4包含下列变換： 无 — y ， y — — x y z ―►一 z 和 o ：— 一 x ， y — 一 y ， 

不为零的各分量为 

^ Zfxyy^xjvx ^ y ^ xz ^ zjxx ^ — ^ xypy ^ jp ^ zx ^ ~ 

适当地选擇馮!/軸的方向，这些量中有一个可能变为零。 

晶类 Z ) 3 包含一个三次对称軸軸）和在邛平面内的三个二次对称軸， 


①为了遒兔誤解起見，我 們筘注 ，如果 将少的 具体表达式对直接求微分，来 
算出形变張量奴仪的分量，則对 ( TU (其中分量的导数铪出的相应分量的二倍 
僂(参照“連縝介质力学”第二版，第二部分 ， S 10末的底注）。 



§ 17 . 压电体 
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設其士一个对称軸为 t 軸。为了求出由于三次对翁軸的出_斯加上的概制， 
我們先引进复数“坐标”， • 

i — 7f^x,— iy y 

然后再进行形式变換是很方便的；我們令 z 坐标保持不变。也可以把張量 
变換为新坐标。这时各分量的 下角标 値变为繞軸旋轉 12( T 后， 
这些“坐标”变換为 

2vi 2 it i 

4 fe 3 ， 一" 3 ， z— z • 

这时，張量中保持不变因而可以不为零的各分量为 
y^yfivy y Zy zzo^ x 軸轉 180。的变換为 x -^ x 9 — y ， z — — z , 或考在‘‘坐标系” 

安，穷，0中，为% -2。达时％， 加和 改变正負号，因而必須 

变为零， 而上 面列出的其余各分量則可以5：相轉換，这样就得到下列 等式： 

4 

= 要写出 os % 的表达式，必須組成其下角标取値为 
€，巧，2时之总和一 A 4;取 m : ’ 

— 專 

Os 电= — 2 々 v ， z i ( E v < r ；^ — Ei ( r zv y — l^，“（Em + E V ( r vv ). 

这里还必須将“坐标系”5, ％名中的分 量&和 用原来的坐标系 0：，队名中 
的分量来表示。这利用張量&分量和相应的坐标乘积一样变換，是很容易做 


到的，因此,例如，从 


得到 


ii ^ xx — yy +2 ixy 7 


于是得到 


= < r xx 一 < r^y + 2 % < rj . y . 


少压电篇 2a ( — E x <r zy )+b [2E V <x xv — E S C 


Vy )]， 


( 2 ) 


式中 a ^2 iy njZh b =2 y i }( i 为实常数。如从 (2) 式看出的①，在坐标 x ， y ， s 中 
%,&•，的各分量間的关系式为：^ 


^i/yzx ~ — \，叩三 2a ， . ^ 

^ y ~ 一 ^ x»xx = ^x^y% = 

在晶类 z >3 上加上一个与三次軸垂直的对称平面(邛平面），就得到晶类 


①在非正交坐标系中 （ H 3 就是这种坐标系），大家知道，必領区別張量的协 

变分置和抗变分量 b 在变換到原来坐标系 A 2 /， Z 时，也必_考虑到这种倩況。伹是， 

我們这样来綈过这个問題，就是直接根据 ( 2 ) 式的标量組合形式,求出:坐标系中 

«； 

y ^ ki 的各分量間的关系式。 
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D 3;4 。 _这平商~的反射是 J 变号，因而％^£ = 0，于是在 (2) 式中只剩下系 
数为 b 的項 。 4 

晶类除了包含一个三次的对称軸外，还包含一个垂直于三次 軸的对 

称平面。在这平面上尚反射是0变号，因而下角标內 z 出現为奇数次的 

的各分量必須等于零。再考虑到上面所提到的由三次对称軸所加上的限制， 

我們发:現，只有两个分貴>，训和 7 f ，《 不为零。为了使系为^数，这些量必須 

为复数共軛。引进符号 = 后，我彳 h 得到 

• 

0 压电 = a [2E p a S p _E x C<r x 费一 <Ty V )] 十 

+ b [ 2E a ! € r xp + EpC ^ sx ^ (3) 

适当选擇 X, y 軸的方向，可以使 a 或&变 为零。 

2. 所求与上題相同，但晶类容許有热电性质。 

解.設2軸与二次、三次、四次或六次的对称軸相合,而在晶类 G 內，則 
垂直于对称平面。在晶类中，似平面和一个对称平面相合。适当选擇 

舞 « 

晶类 Q 忾的軸方向，还可使三个分量为零，而在晶类中，由适当选擇 
疋，！/軸，可使一个分量为零。 

K 

下面对毎种晶类，列出 T|, fcl 中不为零的各分量。 

G 类：全部的 


Q 类： 包含下角标3为零或为两次的全部分量 o 

cw 类： 7z，：a;， ^ z^yyy ^ z^zzj ^Vjtfzo 

02 类：和 中相同，还窄"/^，|/；25,7|/，；1?2：， 忠 VO * 

类 : 1 z 爹 = ^z ， W ， 1z ， zz ， 1 的 xz= 、 y，VZo . 

G 类：和中相同，还有 ^ z^yz 一 丫 V，xzo 

类： yz,zgj 7 奶 XZ 二飞 VjVZ9 1 X ， X3^ 一 — 1 、 J ， XV ， ^ZyiPX^^ZtVUo 

Q 类：和 CVt? 中相同，还有^，⑽这 "^ypyZXf XjXVo 


tv 类： ^ ZjZ 2 f ^XjXZ ^"^PyVZJ ^ ZjXX^^^VZO 
类：和 CW 中的相同，还有 产一 ^VyZXo 

3. 試求下列情況下非‘电性质的压电晶体平行平面薄板的楊氏模量 
(拉应力和相对仲长之間的比例罘数)： （1) 薄板受到短路电容器两板的拉 
伸； （2) 薄板受到未带电的电容器两板的 拉伸； （3) 沒有外电場时，薄板受 
到与其平面平行的拉伸。 

解. （1) 在这种情況下，薄板內的电場强度 E：=0。 張量0^的唯一不为 


§17 -压电体 
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雩的分韋是拉;应力 kO 軸垂直于薄板平.面①）。承 (17, 8) 热我們事如 
& ^ ZZZZ ^ ZZJ 由此得到楊氏模量 E 为 ‘ 


‘E 


f ^ ZZZZ ' 


(2) 在达种情 5 JT ， 在薄板内 ^ = = 0,^ = 0,从 (17. 6) 和 C 17. 8), 我 

們有 - 

: 〆 

1 )名 = e ZZ E Z + 4rTr7 2 , ^or^ = 0 , 

l - 

^zz ^ f^zzzt^zz^^z^zz^z* • 

从达两个等式中消去 A 后，我們得到 

^ y2 ^zz i 
TP f^ZZZZ e • 

tu C 99L 


(3) 在达种情況下,也是 ^-^*0, D ^ = 0, 設拉仲发生在 T 軸方向。我 


們有 


zg E z +4nry zf xx c xx — 0 , 

2=5 f^xxxx^xx H - ^z^xx^z* 


消去 A ， 我們得到 


«• _ 
¥ 


4 tt 7 


2 


f^xxxx 


e 


zz 


4 /試求压电媒质內声速的表达式。 • 

g - 在本問題内較为方便的是不用 dfc ， 而采用作为自 变量。 把 F 写 


为 


〜 1 1 1 

F = Fq + ^\ifctm u ilc u lm^ ^^ik E iEfc — ^EiD i0 +ft, ki EiU kh 


由此得 


^ik 


3 F 

^ u %k 


^iklm u lm^ 轉 i，ikE 卜 


彈性理論的运动方程为 




dx h — ax k 
式中 U 是位移矢量，它和叫 k 的关系为 


3 xjc 


V •夜有假定它 和任何选定的 晶軸方向相合 
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由方 |%4ivD 气免得出 ， F 


r —n 

€< fc ^ r _ 4 外 w 广^一 0 , 


我們用場势来表示电場 强度: 




d<p 

dXi 


由此方程 r€)t E = 0 被滿足 d 

在 5 P 面声波的情況下， u 和 p 都与 e iikx ^ 成: IE 比，于是从上面写出的 
方程,锝到 

* f 4 i 

' ■ 

co 2 lii = Mhlrn^k^ / 奴 w 一 01 ， ik^kk^t 

4 - 

^ik^^f^p + ^TT^^ikikkUi =5 0 . 

由此 消去* 后,得到叫方程的相容条件为 

Wile 一入 «0. 

e r 8 fc r k 8 I t 

在波矢量 fc 的任一給定方向上，这方程一般說来定出声音的三个不同的相 


速度乇。 压电媒质的牦征是速度依賴于波方向的复杂关系。 


§ 18 . 热力学本等式 

按照§ 10的公式，总自由能可以表糸成积分的 形式： 

' 歹= FCr，p，ty)dV， (ia 1 ) 

.式中积分对全部空間进行。我們假定被积式內的函数 rK^ y y , z ) 
只滿足电介质內的 方程： 

I • 

div t> = 0 ， 

和 在带有給定电荷的导体表面上滿足条件： 

Jodf =47 re ; 

由这些等式可以建立場和場源之間的关系式。此外，假定函数 
D 0 r , y , d 是任意的，特別是，不必預先要求它滿足第二个場方程 
rotEgO (式中 E = 4 tt |^) 和在导体表面上滿足常数的边界条 


(18. 2) 

(18. 3) 


§13. 热力学不等式 
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件。我們現在证明，从积分 （18, 1) 相对于函数 DO , 义 4) 的变牝为 
极小値的条件，也可以得到这些不充分的方程，而函数 nu , y, z) 

的变化滿足方程 （18. 2) 和 （18. 3)。应該着重指出，这种推导的可 

• » 

能性先驗地是不明显的，因为求积分 （18. i ) 的极小値时所要計及 

的場分布，幷不相应于物理上可能的状态（因为它們幷不滿足全部 

場方 程）； 但是，在自由能为极+値的热力学条件下，只有各种物理 

# 

上可能的状态才可以相互比較:> • ' 

， 在 （18, 2) 式和 （18. 3) 式的附加条件下，求积分 (18.1) 的极小 


値的問題，可利用拉格朗日因子方法得到解决。仿照这种方法，我 
們将条件 (18. 2) 的变分乘上某一个尙未确定的坐标函数.（我們用 


g 表示它)，而将条件 (18. 3) 的变分乘上一个未定的常数因子表 


示为^ •> 然后令变分之和等于零: 


j SFdV - v 8DdF + -g- = 0. 


第一項我們写为灸 

• 〆 _ 

8 F 


( 




4rr 


E8D , 


第二項进行分部 变換: 


結果得到 


9div8D<fF= + qoSDdf J SDgradycZ^ 
J(E+ grad 9>) SDdV 4 - ^ (90 9 )SDrff == 0 . 


①在紛定的温度下，自由能为极小値。笨分应該对二个自变量—— D 和 />.- — 
、进行，但在这里我們惑兴趣的只是对》的变分結果。对密庚求积分 （ H 1) 的变分(在 

物体总质量不变的附加条件下， tp 积分不变的条件 下) 給出通常的热平衡条件 
之一 一■化学势 f 不变。 ’ 
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由_出_: 在全部 轉:积內 ，必須 E = -^ad 9 ( 因此 rc^E = 0)， 
而在导体面上, (p = ^}q = 常数。•这也鈇是表示电場强度的正确方程， 
而拉格朗日因子9就是它韵 場势。 

由类似方式，可以证明，从积分 

F^FXT, p,lS.)dV 


为极小値的条件，我們可得到电威应强度'方程，其中求 E (^ y 9 z) 
的变分时的附加条件是 grad 9 >,而在导体表面上9=常数。 
实际上，我們有 


8 罗 ^jDVBgpdF = 


TSL 


8^>I>dt — -^― divDdF = 0. 


因为在导体表面上 89 ) = 0 , 故第一积分等于零；由于在导体的体积 
內，59是任意的，因而从第二积分，就得到所求的方程: divD =0 o 
如果导体不在外电場內（特別是不存在带电的导体)，那末可 
以把热力学平衡条件表述为总自由能 ds . 1) 取絕对（即无1壬何条 
件的）极小値的条件。这条件归結为自由能密作为自变数 D 
的函数取极小値的条件： 



9 F 
9 D = 


E 


47 T 




0, 


也即是在全部空間內，电場强度必須等于零。如果这时能够求出 
感应强度的分布滿足条件 divD = 0, 則所得到的状态就相应于热 
力学平衡 态①。 

令自由能的一阶变分等于零，我們只能得到自由能取极小値 

4 

的必要条件，而不是充分的条件。要得到充分条件，必須硏究二阶 


①•这里昕指的导体是当迟= 0时其中可能有》_0(参開下一节）。在相反的情 
沉下，在全部空間內，我們得到平庸 結果 ： E = 0 ,D = 0 o 


_»18, 不等式 _ ； _U7 

变分。 这些条件具有某种不等式的形式(琳为热力学不 M )， 大 
家知道,这也即是使物体保持稳定状态的条件®。 

当1>和 E 的关系为綫性时，全部关系式可以大为簡化，而我 
們威兴趣的热力学不等式（它与物体的介电性质有关)变成明显肜 
式。于是总自由能为 

显然 v 只有 s >0, 它才有极 小値; 否則，使感应强度 D 取任意大的 
値，可以使积分无限制地戚小。由此可見，在这种情况下，我們实 
质上沒有得到任何新的东西，因为我們已經知道，介电常数实际上 
不但必須是正値，而且还应該大于1 (参閱§ 14)^ 

在 D 和 E 的关系为任意的这类普遍情况下，必須考虑积分 
<18. 1) 的二阶变分，而且必須同时把 D 和 P 变分（只保持溫度不 
变)。在各向同性物体內， P ( T ， p ， D ) 只与矢量 D 的絕对値有关， 
因而它的三个分量可以独立变分。.选擇丰变分的矢量 D 的方向为 
z 軸。于是矢量 D 的絕对値的变化可用它的分量的变化表示为（精 
确到二次項） 

t 

&Z>- 8A + i-CSi),) 2 +-^(8^) 2 . 

积分 （18. 1) 的一阶和二阶变分都包含在下面的式 子內： 

十. 、 

把代入，归幷二次項后,得到二阶变分为 

* • 

♦ 

① 参 閱“统計物理学”第 3 販， § 21。 
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+ n 音譯峨+慕奶譯祝. （18 , 4) 

4 

这里写出的二項是4自独立的。如果去墨：^)，則第一項为 
正値。但于是視矢量 1 >与矢量 £ 为同向或反向，导数 

^取正値或取負値。由此可知，矢量 D 和 E 必須是同向的。 

(18. 4) 式第二項为正値的条件为 • 


d^F d 2 F ( d^F \ 2 
dpd ^ Xd ^ D / 


>0. 


gt 然聲 k ， n = £： ，晒麟帽一式觀 


(I^L 


>0, ' 


而第二式可.写成雅可裨 形式: 


/9 F dE \ 

\ ac 5 9^) 

dCD . p )； 


1 9(^ D 

4 tt 9(1), p ) 


^>0. 


( IS . 5) 
(18. 6) 

(18. 7) 


从变数 A /> 变 i 到变数 A 〖，我們有 


邮，0 — d ( E，Q 3{ D ，0 」9 E 、(9 l \ ^ 0 . 

顾 TJ 一 9CAiy 3(A 户 ) 一 \9Bj\dp/o ^ 

由于 （18. 7) 式，这个不等式等效于条 件：. ： 

’ (^) £<T >0 * - (ia8) • 


这样一来，我們就得到了所求的热力学不等式。在电場不存在时， 
不等式 (18. 7) 变成为等溫压縮取疋値的普通条件由 

①我們記住，当电場不存在时， f 是物质单位质量的热力学势，而按照通常的热、 
力学关系， 文 m 傲分 dh + dp -号 dT ， 于是在上面叙述的推 

导中，幷未考虑到逋常的热力学不等式中的第二个式子，卽热容量为正的条件。 


18. 热力孝不等式 
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不等式 （18. 8) 得出因为丑 — 0时，咸应强度 — 

在不等式 （18. 5) 和 （18. 6) 中，第二式是更强的 条件： 因为它比 
第一个不等式更早地被破坏，而相反的情况則不可能。等式 




dp^d^^(^9D 




相应于所謂临界态乘上异于零的因子后，这一条件可 
以更方便地写成另一种 形式： 




(18. 9) 


要求出物质的临界态保持稳定的附加条件，必須硏究三阶和四阶 
变分，这里我們不准备詳細討論。只是指出，由它得到下列的 
結果： - 


(m 

(m 

这和电場不存在的式子相似。 


EyT 




>0, 


(18. 10) 


(IB. 11) 


倒 題/ 

試求电場內介电物质的焰界点的移动 

M ； 把 (10.18) 的 f 的表达式代\(18. 9) 式，我們得到 

当 E = 0时的化学势为 = 参閱118頁上的底注)，式中的 p = 

= pO，T) 必 須理鲒 为电場不存在时物质的状态方程。由此 可見, 


①参閲“抹計物理学”第三版，§ 80。 
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当电場不存^祷，麟点逍等式求出，而且对于它的稳定条件，：必 
須同时是= 0。_因此，我們有 



d 2 p 

JpdT 


AT 


兰盘 Ar ， 


式中 AT ， A /> 分別为临界温度和密度的移动（如最后的結果所证实的，这些移 

动是同一級小量)，最后，对于温度的移动,我們得到 

pE 2 / d 2 £\ 

d £ p ' 

YpdT 

临界压强的移动，按照 

卸 = ( 箸)/ ^ 

由 AT 决定。为了求出如，必須同样地利用等式 (18. 10)。 


§19. 铁电体 • 

同一物质的不同晶体异构体，有热电的，也有非热电的。如果 
这两种异构体的轉变是由于第二种相变，則在轉变点附近，物质表 
現出一系列奇异的特性，使它不同于通常的热电体。这些性质称 
为铁电 性质。 

,在'通常的热电晶体內，自发极化方向的改变，要求晶体点陣也 
作重大的改变。即使这种改变的最后結果在能量上是有利的，但 
^11不可能实現它，因为这要求克服很高的“能量势垒”。 

在铁电体內，情况迴然不同，这是因为在第二种相变点附近 
(居里点处)，在热电相晶体点陣內的原'子排列，和在非热电相晶体 
点陣內的原子排列差別很小（由于这一点，自发极化也很小)。由 
于这一原因，自发极化方向的改变，只要求晶体点陣作很小的改变 
(原子发生很小的位移)，因而比餃容易 发生。 

物体的铁电性质的具体特征，主要依賴于它的晶体对称性。 
热电相的自发极化方向（我們称它为铁电軸)，决定于居里点另一 


_ § 19., 铁电体 _ 121 

边的非热电相的結构。在某些情况下，这种决定是唯一的，即铁电 

， — 

軸只能在完全一定的晶向上；在这种情 况下， 自发极化方向的确 
定，可精确到仅差一个正負号，因为在非热电相內，平行于铁电軸 
的两个相反方向，这时必須是完全等效的（否則，这种晶体异构体 
具有热电性质)。在另一些情况下，非热电相的对称性表現为在几 
个等价的晶向上容許发生自发极化 ® 。 、 

根据第二种相变的普遍理論，发展了铁电体的定量理論，这是 
由 B, JL 金茲堡提出的（1945)@。 

作为进一步討論的基础，我們提出下列一个与状态的热力学 
稳定性有关的思考。从这一观点看来，相变的特征是，在相变点的 
一边， D = 0 的状态是稳定的，而在另一边，在任何情况下，这种状态 
都不 会是稳定的，結果产生不为零的威应强度（即使电場 E 等于 
零>。为了明确起見，我們下面将假定非热电相 (t> 丟 0) 相应于溫 
度为相变点)，但是应着重指出，这种相分布虽然是比較 

t 

常发生的，但却不是必然发生的，自然界也存在梅反的情况 D 

首先，我肭咸兴趣的晕物质的介电性质，开始我們假定，物体 
內不存在內应力。为了求出稳定条件，•可以从物体的总热力学势 
为极小値（保持溫度不变和电压等于零）的条件出发。如我們在 
§18中所看到的，这条件归結为单位体积內的热力学势 O 的二阶 
变分为正値的条件。对于威应强度接近零的状态，的二阶变分 
節单地为下列的表 达式： ’ 


①第一神类麵的例于是酒石酸鉀鈉，它的非热电相具有菱形对称性，其中（居里 
点上）铁电軸发生在完全一定的晶軸方向（二次軸之一 X 而且晶体点阵为单掰形的。 

第二种例 子是敎 酸鋇4它的非热电舁构体具有 * 方点;而三个立方軸的任何一 
个都可以成为铁电軸。但在居里点上发生自发极化以后，议三个方向当然就不再等敫 
了： 只有铁电軸仍然是四次軸，而点陣变成正方形的。 ; 

© 参間“铳計物理学^第三皞第十四章。但是下面的 M 述与通常的形式不同。 
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_ ■ _ - s _ _ _ _ _ 

9 

如果选擇坐标軸为張量 力 / b 的主軸，那末 

■ 产士0 |+ 知 + » (i9i) 

只要三个系数都是正的，則 D = 0 的状态总是滿足稳定条件 

s 

(即相应于❿为极小値)。因此，只要这些系数有一个变号，就可 

能产生热电相。第二种相变点相应地由达系数变为零的条件 

* 

求坩。 ' . 

这时，变为零的軸成为铁电軸。根据非热电相的对称性， 

S 

在这里可能有各种不同的情况。如果这种对称性为 S ⑻丰 ㊇ 丰 
則 （19. l ) f 的系数只有一个变为零，于是铁电軸的位置是 
唯一的。如果于此要求立方对称），則三个系数同 
时为零，于是铁电軸可发生于任一方向上（見后面）。最后，如果对 
称性为#> = ，則 （19. 1) 式內的系数或者一个为零，或者 

、 二个都为零。 

我們首先来硏究取铁电軸为 z 軸的单一位置的情况。这时在 
怎和 y 軸方向，晶体的介电性质不表現出任何异常現象，而要硏究 
z 軸方向的介电性质，只要考虑热力学势中含从的項就够了。 

(19. 1) 式实质上是少展开为的幂級数的头几項。因为在 

/ * 

相变点附近,4很小，因而除了二次項外，在这一区域內，还必須 

孩、 

考虑对的展开式內以下的一項。展开式內的奇次幂項不可能存 
在，因为以一刀，代換 A 时，这些項变号（同时中値改变)，而且沿 
z 軸的两个方向在这种情况下是等效的 9 因此，二次項以后的一項 
是含有從的項： 
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° = 中 。 + 8 tts U) ^ + 

为了使 i^ = 0 的状态在 r=® 的点处是稳定的，十分显然，必須使 

系数 b 在这一点及其周圍取正値。在相变点附近， -4r 可以展开为 

s 

T -分之差的幂級数；展开式的第一項为 a(r — ©)，其中系数 cx 为 


正値（例如，时，必須^>>0)。于是， 

s 


^ * ■ 

P ^)_ 1 • 

一 a(y— 0)， 

(19： 2) 

♦ 

而热力学势为 ， 


， 中二中 。 + H ) 这+表 pDi 

(19. B) 


由上面写出的全部公式，已足以闡明轉变点附近我們所感兴 
趣的铁电体的全部性质。首先，按照公式見二4#^，得到 

= a(T - S ) D a + B £^. (19. 4) 

这是确定铁电体 的內应 力和感应强度的关系的基本公式。 、 

当在非热电相內）时，认和私一起变为零。当私增 

大时（保持 T-© 的値不变），咸应强度在开始时按綫性定律 

/ 

Z4 = &(/ ：； » ] 增加，在尽达到相当大値后，則按定律 

而增加。綫性定律內的比例系数 yn 是非热电相的介电常 

I 

数。在 T— ⑭时，它与差値 2 T -© 成反比] T0L 无限地 增加； 但是与此 
同时，服从綫性定律的区域逐漸縮小 p 、 

在 T 〈的 (热电相）时,认=0—般地不相应于稳定状态。当 
私=0时，威应强度具有不为零的値，按照 （19. 4) 式，它等于 

(19.5) 
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由此可見，铁电 体的自 发极化■在趋近于居里点时与 
V e - T 成 正比地戚少。 

热电相的“介电常数”可以定义为私=0时导数^所取的 
値。从 (19. 4) 式，我們有' ' 

1=[ -«(©- 70 +3刺]翁， 

把 （19. 5) 代入上式，我們得到 ' 


dE, 


1 


Ez 


2a(©-T). 


在尾充分小时,2^和戽的关系为 


D z —D zi 


2aO) — T 7 ) 


'Z' 


(19. 6) 


由比較 (19. 2) 和 （19. 6) 得出，在离开居里点的相同距离上，热电相 
的“介电常数”比非热电相的介电常数小二倍。 

囑 

将 (19. 3) 式的 O 对溫度求微分，得到熵为 


(數 + ㉞ 


(这里略去了四次項，因为二次項不为零)。在非热电相內，馬= 0 
时认也等于零，于是及=&。对于热电相，代入 （19.5) 式的认, 
得到 

S = S 0 —-~^C®~T^. 

由此求得轉变点处热电相的热容量为 

， ~ = T ll ==C ^ + '^ <3> ， （19 . 7) 

式中 CpO 为同一点处非热电相的热容量。由此可知,如果為=-0 
时铁电体从一种相轉变为另一种相，則和通常的第二种相变一样， 
伴随有热容量的突变 P 于是也即是轉变为热电体时热 




容量墙 大。 

現在回到硏究热电相內（即 
的时）的 （19. 4) 式。图13所示 
是由这方程所得出的菡数(爲) 
的示例图。首先我們看到，曲綫 
段（图13上的虛綫）一般幷 
不相应于自然界可能存在的稳定 
态。在这一段上， 


取 =4 开爾 <0 , 



而且由热力学势的二阶变分应取正値的条件，要求这个导数的正 


_号必須相反 3 G 点和 cr 点的纵坐标由等式_=== 0求出，于是 


我們得到結論，在热电相內， | 丛1的可能値的下限为 条件: 


坊〉 H . (19. B) 

如果硏究爲为給定値时的铁电体状态，則在 C 点和 C 点的 

♦ 1 

横坐标間的区域內，认的可能値仍具有双値，于是就产生了谇两 

• « 

个可能値有什么物理意义的問題。在这里我們假設铁电体为均匀 

* • 兮 - 

的平行平面板(铁电軸垂直于板面)，放在电容器的两板之間，电容 
器两板上的电势保持不变，也即是产生給定場强为忍=爲的均勻 


电場。 

当导体的电势不变时，保持稳定的条件要求热力学势$=中一 


一 >ED 为极小値。特別是 E==0 时存在两种状态，它們只相差 

47T • 、 

D , 的正負号（图13曲綫上的4点和/点），但相应于同一个5値 
(二中)。因此，这两个状态的稳定程度相同，也如是它們代表两种 
同时存在的“相”，幷且互相接觖 o 
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由此可見，与曲綫上的和 A r G f 段相应的状态不是絕对的 
稳定态，而只是亚稳态。但是不难直接证明，和 A r G f 段上的$ 
値，在相同的私値下，实际上要大于和分支上相应的否 
値。2点和 W 点的纵坐标由 （19. 5) 式得出。由此可見，亚稳区域 
在下列間隔內: 

• (19. 9) 

' SJ3 B - 

E =0 的两“相”的存在是很重要的，因为这使铁电体可以分解 

为許多单个的区域（或“磁疇”），它們的差別只是极化方向不同。 

在这些区域的分界面上， E > 的法向分量和 E 的切向分量应滿足連 

續条件。其中第二个条件恒被滿足、(因为一般地 E = 0)。 从第一 

个条件得出 ，磁疇 壁必須平行于 z 軸。 

磁疇的具体形状和大小，由物体的总热力学势为极小値的条 

件得出 

如果我們不討論这种結构的細节，而只硏究物体內大于磁疇 

綫度的小段，則可以引入对这些段的体积求平均而得到的平均感 

> • * 

应强度乃。显然，其分量万3可以取图13中2点和涩点的纵坐 
标間的一切値，也即是下列区域內的一 切値： 

• * r I > 

^ (19. 10) 

換句話說，如果在图13上把这理解为按上述意义平均得到的平 
均烕应强度，則磁疇結构区域相应于竪直綫段 AA \ 而粗綫表示的 
曲綫凡 M 丘 ，則 相应于物体所得到的全部稳定态。 

铁电体必須具有磁疇結构,特別是当它不在外电場內时:实 
际上，在§ 18內我們已見顏 I ，在沒有外加电場时，热力学平衡条件 
归結为 O 为 D 的函数取絕对极小値的 条件; 这时处处应該是 E 二 


①对于铁电体，这个問題在現在几乎还未进行硏究。 
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. .. 一 

現在硏究立方系的铁电体（在非热电相內）。立方对称要求 

幷容許有两个独立的四次不变式，它們由矢量 
D 的分量組成，例如两个不变式可以选擇为 

iD%+Dl+D%) m (DlD^DlDl+D^D 2 z ). 

因此，热力学势的展开式为 

O = a>o + +用 + DI ) +^-<： D %+ Dl + m ) 

+ - £^( DID ^ D%DI + Z >^ DI ) , (19. 11) 

根据和上面相同的原因/我們假定了 < x ( r —®) ; a ， B ， d 是 

o 

常数。 . . 

然而，应該注意到，立方对称也容許有三次的不变式 
(对不包含对称中心的立方晶类3 1 和而言）。在这种情况下， 
D = 0 的状态显然不滿足稳定条件（不相应于 O 的极小値)，于是居 
里 k 一般不存在。因此，铁电体的轉变只在立方系的晶类和 
O h 內存在,这也就是在 (19. 11) 的展开式所作的假定。 

(19. 11) 式內四次項之和必須是实在正値。为此，必須 

丑>0， C >- B . 4 (19. 12) 

如上面已指出的，沒有外加电場时，铁电体的自发极化取决 
于中为 E ) 的函数取絕对极小値的条件。特別是，因为 （19. 11) 式 
內的二次項和 D 的方向无关，因而自发极化方向决定于乃的絕对 
値不变时四次項取极小値的条件。这时可能有两种情况。如果 
OB , 則少的极小値相应乎 D 的方向在％ y , 2軸的任一个軸上， 

①应着重指出，这里所指的是总热力学平衡，它們存在于铁电体內，伹不可铌存 
在于通常的热电体內，这是由于上面提到的极化重新改变取向是很困难的（因而形成 
磁德也很困难)。 
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也即是在立方体3个棱的任何一棱上（晶軸方向为[001]， [010], 
[100])。如果則当 D 的方向沿立方体四条空間对角綫的 
任何一条时[晶軸方向为 [111], [ ill ] 等等]，也即是当 



时，中达到极小値。在第一种情况下，铁电体有自发极化的热电相 
是立方对称的，而在第二种情况下，为菱面对称。 

例如，我們更#細地来硏究第一种情况幷且取居里 


点以下的自发极化方向为 Z 軸。自\发极化数値由下列式子的极小 
値求出 

07T lOTT 


由此得 


切一 ct (^)- y ) 


(19. 13) 


当然，在居里点以下，“介电常数”在3軸和在％ y 軸上各不相同。 
如果电場 E 很小 ，則认 ，仏和认一岛也很小。微分 （19. 11) 式，这 


时我們得到 


E z ^Att^-= ^ a (0 - T)D Z + BDl = 2BDI (D z -D 0 ), 
< pUz 


E^ 4Tr^=lCD^aC&-T) ] 认， 


由此得 


De D ° 2a{^-T^) E%y 


Ac — f p 

a(©- H_l) 

(19. 14) 

\ 


在居里点以上，立方铁电体的介电常数在各方向均相同，即等于 
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S = 


(19. 15) 


a(T — 0) • 

» 

最后，扼要地討論一下铁电体的彈性性质。 

根据晶类的不同，铁电体的非热电相可以具有或不具有压电 
性质在这种情况下，特別有趣的是那种压电晶体，它們的对称 
性容許在形变和沿铁电軸的极化之間有压电关系存在。屬于这一 
类的为晶类刀 2 ,&，没4;在这三种情况下，铁电軸上的烕应强度£>2 
包含在热力学势的压电部分內，其形式为② 


具有上述对称性的晶体，其在彈性能內的 cr ~ 分量，包含在下 
列形式的項內： 

2 

— (x*y* 

这样一来，我們得到 居里点 附近的热力学势为（为簡单起見，求用 

符号邱=人 ， ^ v my =好)/ 

.* ^> = ^> 0 +— fM(T% v . ( 19 . 16 ) 

包含其余分量的項，我們不咸兴趣，因为它們不会导至居里点附近 
的压电性质有任何异常 現象。 

将伞对£>3和 CTM 求微分，我們得到电場私和形变为③ 


E z = 4rr- 


d<P 


9D Z 


a(T- T 0 )D Z +BD%- 4 tt\ct 


mtn 




(19. 17) 
(19. 18) 


① 具有压电性质的铁电体的非热电 相臑于 109 頁上所列十种晶类中的八类： 

② 因为我們•在这里利用了势少，而沒有如§1?中一祥采用$，因而压电張量 
\ i , ki 也不和前面 引入的 張量 A :? 相同。当然，这些張量的对称性是一祥的。 

③ 关于对分量 Wife 的徽分，参閱110頁上的底注。 
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当、电場 E 很弱时，在非热电区域內，可以略去 （19. 17) 式內含 
有切 的項： 


— a(T 一 To)D z 一 47r 人 cr 吻 • 

把 （19. 18) 的代入上式，我們得到 




\ 


2a(T-To) 




f ^ + 


2tt\ 2 


a(T-To) J 


这个式子內前面的系数，在电場强度爲保持不变时，起着形 
变的彈性模量的作用，而 (19. 18) 式中的 M 是威应强度 D z 不变时 
的形变的彈性模量。因此，可以写出 


/X (芯 > == 


2tt\ 2 


a ( T-ToP (19. 19) 

式中的上角标表示形变特征。我們看到，这两个系数在居里点附 

\ 

近的行为完全不同：在趋近居里点肘 〆 w 成为有限的常数値，而 


模量 〆 則无限制地增大。 ， 

在热电区域內， （19. 18) 式指明，自发极化引起物体发生一定 
的形变。当內应力不每在和場强 E 为零时，形变和成正 


比，也即是按照 （19. 5) 式，与 v / © - T 成正比^ 

* 

如果铁电体的非热电相的对称性（例如立方对称）不容許#在 
綫性(对 D 来說）的压电效应，則在热力学势展开为 cr ^ 和 D 的幂 


級数內，不为零的头几項是 A 分量的二次項，也即:^其形式为 


一 ifa IrnX^iD^jiT / ( 19 . 20 ) 


式中 yifcim 是四秩張量，它对两对下角标“ &和 Z ， tn 都是对 
称的。 


对热力学势采用 （19. 20) 式的合理性，可能会引起怀疑，因为: 
在§ 4 17中曾經指出过，只有在略去二次效应的条件下，才能利用 
(19. 20) 式。但是，由于电場强度 E 比感应强度 D ® 小得多（在居 

j 

①*例如，从 （19- 4>式看出，等式右边的第一項包含小董而第二項包含》 
的三次項 a 4 
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里点附近)，因此，铁电体在这祌意义上是一个例外。热力学势的 
引进，是由于忽略了与五同数量級的量（或者与芯& <18 同数量 
級的量）；而 （19. 20) 式是与 i > 2 o ^ 同数最級的量。 



第三章恒定电流 

§20* 电流密度和电导率 

上面已經討論过了靜电荷所产生的电場，現在我們来硏究导 
体內电荷的稳定运动(恒定电流）。 

我們用 j 表示电荷通量的平均密度，称它为电流密 度力。 在 
恒定电流內， i 的空間分布与时間无关，而且遵从下列 方程： 

div j 0, (20. 1) 

这个式子表明在导体任何一部分体积內的总平均电荷不变。 

恒定电流流过的导体內的电場，也是不变的，因此，滿足下列 

方程: / 

rot E = 0, (20. 2) 

也即是它具有 电势。 

除了 （20. 1) 和 （20. 2) 式以外，还应該、加上一个联系量 j 和 R 
的方程。这种关系与导体的性质有关。在大多数的情况下，可以 

• N 

假定它是綫性关系（欧姆定律)。 、 ' 

如果导体是均匇和各向同性的，則这种綫性的依賴关系变成 
为簡单的比例 关系： 

j = ^ rE . 〆 (20.3) 

系数 o ■依賴于导体的性质和状态，称为电导系数，或簡称为导体的 
电曼率 o 

均匀导体內 ， cr = 常数； 把 （20. 3) 式代入 (20.1) 式，得到 

①在这一章內，我們不討_电流所产生&故揚，因而也不考虑磁湯对电流的反 
作用。要考虑这种影响，必須使‘流密度的定义精确化，这将在§ 29內进行。 


§20. 电流密度和电导率 
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divE =0 o 因此，在这种情况下，电場的势滿足拉普拉斯方程 
△9=0。 

在两种导电媒质的分界面上，电荷密度的法向分量显然必須 
为連續的/此外，按照电場强度的切向分量为連績的普遍条件[由 

rotE =0 得出，試比較 (1. 7) 和 (6. 9) 式]，比値4:也应为連續的。于 

(20. 4) 

备 

(20. 5) 

在#体和非导电媒质的分界面上，簡单地有 j n = 0 敢 凡= 0®。 
維持电流的电場对在导体內运刼的电荷（載流子）作机械功， 

1秒內在单位体积內所作的功，显然等于 jE 的乘积。这功在导体 

、 * 

的物质內轉变成热而消失掉。因此，在均勻导体的单位体积內，在 

4 

1秒內所放出的热量等于 

jE = cr^ 2 = ^- (20- 6) 

cr 

(即 . 

•热•的体的摘增加，如果放出的热量为 dQ == jKdv , sa 
体积元的熵增加 f 。 因此，物体总熵的变化速度等于 

糾^ <20. 7) 

t ①我們注意到方程 rotE = 0, divOE ) = 0, 幷注意刦它們的边界条件 C 20.5), 
在形式上和电介质内的靜电揚方程相似，所不同的地方只是用代替了 根据这些 
情况，可以由直接解相似的靜电学問題，求出无限导电媒质內电流分布問題的解。伹 
存在导体和非导电媒质的分界面时，由这种相似性达不到上述的目的，因为在靜屯学 
問題中，不存在 e 二0的媒质。 




是，电流密度的边界条件为 


Jnl^ Jn^y 




O ' % 2 

或者电場强度的边界条件为 



m 
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由于熵增加原理，这个导数必須为正値。把 J - crE 代入上式， 
我們看到，从这个要求可以得出电导率 cr 为正値的結淪。 

在各向异、性物体（单晶体）內，矢畺 j 和 E 的方向，一般說:来 

不是相合的，它們之間的綫性关系可用下式表示为 

^( 20 , 8 ) 

式中量 cr < fc 构成二秩的对称張量(見后 ）（ 电导率張量)。 

这里还必須作下列說明。晶体的对称性容許在〗和 E 的綫性 
关系中存在一自由項，也即是有下列形状的式子 

ji=cr iA .^ + ^ 0> 

而矢量 jW 为常数。这一項的存在表明导体具有压电性质——即 
沒有电流通过(]==0)时导体內存在不为零的电場。但是，实 际上， 
由 于熵增 加原理，这是不可能的，因为在 (20. 7$ 的被积式內， j (0) E 
項显然有两个正負号，因而，夕不可能为实在正値。 

•聲 

在各向同性媒质內，从夕>0的条件，可得到 CT 为正値，与此 
相似，在各向异性物体內，从这个条件也可以得到張量的主値 
为正値的 結論。 

独立的張量分量的数目与晶体对称性的依賴关系，和任何二 
秩的对称張量完全一样（参閱§ 13)： 在双軸晶体中，三个主値各不 
相同，在单軸晶体內，二个主値相同，而在立方晶体內，三个主値全 
同，也即是立方晶体的导电性质和各向同性物体完全一样。 

导电率張釐的对称性 

— ( 20 . 9 ) 

是从所謂动力系数对称原理得出的必然結果。这个普遍原理是由 
J . 昂塞格提出的，为了便于本节和下面各节（§§25, 26) 应用，表 

• a 

述如下 ① o 


①参閱“統計物理学”，第3版§ 118,1951•，“連績介质力学”，第2版，§58,1953。 
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設 A , A ……是表征物体每一点的状态的量。除此之外，我^ 
引入量 ‘ 

» 今 

Xa — 装， (20-10) 

式中 w 为物体单位体积的熵，取导数时_設这体积內的能量不变， 
在接近于平衡的状态下，量〜接近于其平衡状态的値，而則很 
/ J > 这时物体內发生一种过程，趋向于使物体回到平衡状态。量 
〜在这些过程中的变化速度，通常可以这样来 推断： 即在物体內的 
每一点处，它們只是这些点处的量以（或 x a ) 的函数。把这些函 
数展开成 _ x a 的幂級数，幷限于取展开式內的綫性項，于是得到下 
面的关系式： 

智 一 （20*11) 

t 

因而，可以断言，.系数称为动力系数）对下角标《和6是对 
称的： 

ra6 = 7W (20. 12) 

要实际应用这一原理，必須用某种方法选定量〜(或它們的导 
数耗），然后求出相应的 Xao 我們利用物体总熵随时間变化的速 
度公式，通常可以很簡单地解决这一問題 •. 

嘗=-但 叉智 祝， （20.13) 

J a 

0 

式中的积分对物体的全部体积进行。 

在現在的情况下，导体內有电流流过，因此我們得到这一速度 
公式为 （20. 7) 式。把这 _ 式子和 （20. 13) 式比較，我們看到，如果取 

电流密度矢量 j 的分量作为心量，則量 * X a 为矢量 一 I 的分量。比 

較 （20. 8) 和 (20. 11) 式指出，这时动力系数就是电导率張量分暈乘 
上 T ， 于是这一張最的对称性可从普遍关系式 （20. 12) 直接得出。 
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例 題 

1. 設在导电媒质內有一电极系，其电势保持为、。每一电极通过电流 
試求1秒內媒质所放出的总焦耳热。 

解. 所求的焦耳热 Q 由下列积分得出 


^ =3 J jE dV = — j* JV9 3 dV = — J div(9| )dV ， 

式中的积分对媒质的整个体积迸行 d 把这积分变換成面积分，幷考虑到在媒 
质的外边界上,人= 0,而在电极的表面，9=常激三 h。 于是得到 

Q g^afT a . 

o 

2 •設有电流 J 从导电球的一极流入，从另一极流出，試求导电球內的电 
势分布。 

解•在极点0和⑺附近（图 14), 电势分別为 
州 j 1 ^ 1 


o 


9 



2ircr Z?i 


和9> 


2 ?rcr i ?2’ 


式中 B 2 是至两极点的距离。这些函数 

滿足拉普拉斯方程，而积分 -<T J* 对包 

圍0和 ( T 点的无限小的半球积分，等于土^。 
在球內任意点 P 处的电势为 

9 {去一善 + #}， 

^x<r C-tti -tvj ) 

式中 W 是拉普拉斯方程的解，它在球內和球 
面上沒有极点。从对称性看出，0 ( 和9> 一 
样)只是球面坐标 r 和0的函数。 


3 g ) 


在球面上 0 = a)， 必須#=0。 
取微分后，由此求得 W 的边界条件为 


3 匕設』，当 


dr 


B 2 r 


a. 


r 


如果 /(r» 是拉普拉斯方程的某一个解，則函数 f 心也是它的一个 



解①。与上述的边界条件比較，容易得出，滿足它的解为 

♦ 

1 f /1 l\dr 

^^)\ RrW 2 JT ^ 

o 

代入 Ru 2 — ^<^ 2 + T 2： ¥ ZaT €, o ^ d 7 幷逬行积分后，最后得到 

J ( 1 1 , 1 / A a + r cos 0 * ▲ ,a — rcostf 、) t 

9 瓦一瓦 + d^ rsh — r ‘厂 一 Arsh — r s ry 介 

3. 試证明,导电媒质內的电流分布相应于能量的极小弥散。 

解. 这里所指的是在表示电荷守恒的附加条件 div I = 0下求出积分 

J iKOV - ^ dV 的极小値。将下列积分对丨取变分： 

J (&- 2, div,)dF 

(2 g > 是拉格朗日未定因子)，幷令这变分等于零，于是得到方程 卜-〃 V 外或 
者 

rotj = 0， 

这个式子与 (20. 2) 和 （20. 3) 式相同。 

§21. 翟耳效应 

* 

如果导体在外磁場 H 內，則电流密度和电場强度之間的关系， 
和前面一样，由下列关系式 給出： 

jfi = cr 

但 是电导率張量⑺^的分量是 H 的函 数， 两且尤其重要的是，它对 
下角标 < 和已經不是对称的。在§20中，我們曾从动力系数的 
对称性原理出发，证明了这个張量的对称性质。伹是大家知道，在 
. 硪場內，这个原理的表述形式稍有改突：当动力系数的下角标交換 

①这一点是很容易证明的，无論利用直接驗算，或者根据下列情况，卽拉普拉斯 
方程任何只与变数^和0有关的解 fir ， 0) 都可写成下列形式： 

/ = 2 Cnr rt Pi »( cos 沒）， 

兑 - n 

式中 〜 为常数，而为勒上特多項式。 
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位置时，磁場方向也必須改变为反方向①。因此，对于張量 

的分量，我們現在得到关 系式： • 

o^(H)=a^( —H). (21. 1) 

量 O -^( H ) m cr 彭 （ H ) 互不 相等。 

和普通的二秩張量一样，張量也可以分成对称的和反对 
称的两部分，我們分別用^^和来 表示： 

cr ijQ — Siin + Uijc. 


( 21 . 2 ) 


按照定义, 


(21. 3) 


， a ifc ( H )=— ajtei ( H )， 

但从 (21. 1) 得出， 

Si k ( H ) = s j 0 i ( — H ) = — H )， 

a ifc ( H )- a fc< ( — H ) 二 - a ^( - H ) ‘ 

由此可見，張量 hib 的分量是磁場的偶函数，而張量的分量則 
是磁場的奇函数。 


(21,4) 


大家知道，任何二秩的反对称張量等效于某一軸矢量，这 
軸矢量和它的分量的关系式为 〜 

dx y = ctz9 <^xz= 一 a y ， a yz = a xy (21. 5) 

利用这个矢量，可以把乘积的分量写成矢积 [ Ea ] 的 分量： 

— ifoEb = + [Ea]^. (21. 6) 

电流流过时所放出的焦耳热，由乘积 jE 得出。由于矢量 [ Ea ] 
和 E 是相互正交的，因而它們的乘积恒为零，于是 、 

(21. 7) 

也即是焦耳热只决定于导电率張量的对称部分 （ E 的强度保持不 
变 )。 ， . 


① 参閱 “流計物理#”第三版，§118。 


§21. 獾 耳效应 
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外磁場大半可以假定为弱場；于是电导率張量分 量可以 展开 
为 H 的幂級数。由于函数 a ( H ) 是奇次的，因此在这个張量的展开 
式內只包含奇次幂的項。展开式的头几項是磁場的綫性項/即具 

- I 

有下列 形式： 、 

二 a ib Hb ( 21 . 8 ) 

矢量 a 和 H 都是軸_矢 量； 因此常数构成一个普通（极）張量。 
在偶函数〜&0«)的 # 展幵式內，只包含偶次幂的項。展开式的第一 
項是磁場不存在时的电导率 cr 涩，而头几个修正項是場的二次 
項： • ' 

+ ， (21. 9) 

張量氏无論对下角标&或下角标 Z ， m 而言，都是对称的。 

，因此，磁場的主要效应是場的綫性項 [ Ea ] (称为霍耳效应)。 
如我們看到的，这一效应是在与电場垂直的方向上产生电流，其数 
値与磁場强度成正比。但是应該注意的是，在任意的各向异性媒 
质的普遍情况下，•霍耳电流幷不是唯一与 E 垂直的电流，非霍耳电 
流 Si ^ Ejo 也可能有这种方向的分量。 

对霍耳电流还可以有另一个看法，这是从用电流密度表示电 
場 E 的逆公式而得出的： ^ 

逆張量 err * 1 和張量—样，可以分为对称部分（我們用表示） 

癱 

和反对称部分，后者与一軸矢量 b 等效： ’ 

( 21 . 10 ) 

張量 Pa 和矢量 b 的性质与和 a 的相同。、特別是在弱場的情 
况下,^量 b 对磁場而言是綫性的。在 （21. 10) 式內，霍耳效应由 
[ ib ] 項表示，也即是产生和电流垂直的电場，其也値与磁場（和电 
流 i ) 成正比 o 

如果导体是各向同性的，則上面得到的全部关系式可以大大 
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地簡化。在这种情况下，稂据对称性可明显地看出，矢量 b (或 a ) 
的 方向必須平行于磁場方向。張量 Pa 的唯一不 为零的 分量是 
p ^= p 9P m 此处选擇3軸方向为磁場方向。我們用&和 / >d 

来表示这两个分量，幷选擇 m 平面通过电流方向，于是得到 

■ 

= pxjxj E y ~ — bj^ E z = pijz- (21. 11) 

由此看出，在各向同性导体內,霍耳电場是唯一的同时垂直于电流 
和磁場的电場。 

在弱磁場內，矢量 b 和 H 的关系(在各向同性导体內）簡单地 - 

由下式 給出： • • 

b=-J2H. ^ (21.12) 


常数 i ? 称为霍耳常数，旣可以为正値，也可以为負値。在 E 和 j 的 
关系式 內的丑 的二次項形式（通过張量 Pq 包含在关系式內），可以 
从 i 和 H 所耝成的唯一矢量是 H ( jH ) 和 j 丑 2 ( 对 j 为綫性的和对 
H 为二次的）明显地看出。、因此，在各向同性导体內，考虑到 H 的 
二次項， E 和 j 的普遍关系式为 

E = p co > j + i2[ H j ] + /3i JH 2 + (Hj ). (21. 13) 


例 題 

試用和 a 的分量来表示逆張量 cr 拉的分量。 

最簡单的是选擇坐标系而 j /, Z 迸行計算，其中坐标軸为張量 S ifc 的 
主軸后根据所得到的表达式的形式，很容易得到$們在任何坐标系內的 
普遍 形式。 張量的行列式为 


I <T I = 一 G>z s py a x 

Cty (%X ^ zz 

显然，在普遍情况下， 

Icrj = [s| +s ik aia k . 

組成这个行列式的子式，于是得到逆張量的分量为 


zz ^ zz ^%* 



§22. 接触电势差 
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_ s jri / s 找十 

Pxc - US ~ 


Par 货十 


一 a z^zz 

~ nn j 


变換到我們所选擇的坐标系的普遍表达式为 

► 

Pik^ s 7a ： 1 5 I + 


bi 


Ul 


Sikakf 


由此卽可以解出所提出的間題。 


§22. 接触电势差 




为了使带电粒子从导体表面脫离出来，必須对它作一定的功。 
如果带电粒子是用热力学可逆方式脫出的，則必須对粒子作功，这 
功称为脫出功。这个量总是正値，我們从点电荷被吸向一切中性 
物体，其 | 中^^包括导体,可以直接得出这一点（参閱§14)。下面把 
这功体为单位（正）电荷的功更为方便。由这样定出的“脫出势 I 7 
的正負号，和被脫出粒子的电荷的正負号相同。 

脫出4旣依賴于导体的种类（及其热力学状态——溫度、密 
度)，也依賴于带电粒子的种类。例如，在同一种金屬內，傳导电子 
或离子从金屬表面 脫尚时 ，脫出功各不相同。还必須着重指出，脫 
出功是表征导体表面特性的一个量，而不是表征导体体积性虡的 
量。因此，脫出功例如也与加工方 i 和沾染程度有关。如果导体 
是单晶体，則在不同的棱上脫出功也不相同。 • 

为了闡明脫出功依賴于导体表面特性的物理性质，我們来硏 
究脫出功与物质表面层的电結构的关系。把 P (龙) 了解为未对 a 
軸方向的物理无限小长度元取平均値的电荷密度 （ $軸垂直于层 
面)，于是我們可以写出表面层內的泊松万程为 

会- ~4 tt P . 
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設导体的区域相应于积分一次，得到 


然后^行分部 积分: 



9 — = — 4：ttx J pdx + 4 ： 7r J xpdx. 

一 ao 

当 >oo 时，积分 { pdx 迅速趋向于零（由于'未带电导体表面是电 

—oo 

中性的）。因此，. 

+ 00 

9( + °°) — 9( — °°) ^ 47r [ xpdx. 


等式右边的积分代表分布于导体表面附近的电荷的偶极矩。这种_ 
分布具有的征，其中正負号相反的电荷分开，使电荷系的 
偶极矩不为‘零‘。当然，双层的結构与表面的性质（它的晶軸方向、 
汚染程度等）有关。給定导¥的不同表面上的脫出势之差，&定于 

j 

它們的偶极矩 之差。 

* 

如果使两种不同的导体互相接触，則它們之間发生带电粒子 


的交換。这时电荷将从脫出功小的导体轉移到脫出功大的导体 
上:一直到两导体之間建立了电势差阻止电荷的轉移为止一这 
种电势差称为 接触电 势差。 . 

图 .15 所示是两种 f 相接触的导体和 6) 在其自由表面 
和05附近的橫剖面图 Z 两表面上的电势分別用％和％表示；接 
触电势差为 = % — 9«。由热力学平衡条件，可以求出电势差和 
脫出功之間的定畺关系。假設把一个电荷为 e 的粒子，从导体 a 
內通过表面20取出，然后又把它移到表面 as 上，最后带到导体 
6內，我們来硏究这时对該粒子所作 的功； 在热力学平衡状 态下， 



接触电势差 
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这功应等于零①。在上面所指出的三个步驟中，对粒子所作的功 
分別等于 eW a , e (外 i a ) 和 一 6硏 6 。令它們的总和等于零，我們 
得到所求的关系式为 


9a b = W,-W a . (22. 1) 

由此可見，两个导体互相接触时， 

相邻两自由面間的接触电势 - 差， 

等于它們的脫出电势差。 

接触电势差的存在，使在导 
体外的空間內出現电場。求出接 
触点附近的电場値幷不困难。在 
交綫附近的小区域內（图15內的 ^ 15 

点），可以把两个导体的相交面看作平面。于是导体外的場势滿 



足方程: 


( r ， 0 为极坐标，其原点在 o 点），而在』 o 和 ae 面上，場势必須取 


給定的恒定値。这时我們咸兴趣的解是包括 r 的最低幂的解，它 
代表場势展开成小距离 r 的幂級数內的主要項。于是这解为？>= 
-常数4。 0角从 A 0 边算起，幷令場势等于零，于是得到 


9 = ^ 9 , ( 22 . 2 ) 

a 

式中《为由此可見，等势綫(在图平面內）是从 O 点发出 
的直綫，相应地，电力綫是以 O 点为中心的一族圓弧。电場强度 
等于 

五， = 一丄否丄， (22. 3) 

r dO a r 


①不言而喩，实际上，粒子只是 m 过卞們的接触面，而不是通过周圍的空間 
从一导体过渡到另一导体內。但是,我們在这里利用了这过渡功和路程无关这 一点。 
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也即是电場强度随至0点的距离成反比地戚小。 

如上面所指出的，在金屬单晶体的各面之間也存在“接触”电 
势差。因此，在晶棱附近，也必須存 1在上面所指出的性质的电場 ®。 

如果把許多金屬导体（在相同溫度下）依次連結起来，則在最 
边緣的导体之間的电势差，簡单地等于它們的脫出电势差[这根据 
(22. 1) 式很容易得出],和两种直接接触的导体的情况完全一样。 
特別是，如桌电路两端是相同的金_，則它們之間的电势差等于 
零。这种情况是很明显的，因为如果在相同导体之間存在电势差， 
那末当电路接通时就会有电流产生，这是和热力学第二定律矛 
盾的。 


§23. 伽伐尼电池 

如果电路內是载流子的种'类不相同的导体（金屬和电解溶 
液），則上节末所作的說明就失去意义。.由于同一种导体对于不同 
带电粒子的（电子和离孕）脫出功也是不同，因此，即使电路两端是 
相同的导体，这时电路內的总接触电势差也不为零。这种总电势 
差称为电路內的电动势,它不外是閉合电路两端两相同导体間的 
电势差。当这种电路接通时就会有电流流过。伽伐尼电池的工 
作，就是根据这一原理。.这时維持电路內电流的能量源，是电池內 
发生的化学变化。 

繞通过閉合电路內的任何閉合迴路一周，当然，电場势应回到 
它的起始値，也即是它的总变化等于零。例如，我們来硏究导体面 

上的某一迴綫。当从一种导体过渡到另一种导体时，电势发生突 

- • 

变9^。若导体內有电流 J (通过截面的总电流）流过，則每一导体 
上 的电势降等于是导体的 电阻。因此，电路內电势的总变 

① 在 宍际条 件下，由于从大气內“聚集”在表面的离子所产生的电揚，抵銷了这 
些場 o 



化等于 
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— SJJR. 

令这个表达式等于零，幷注意到在全电路內的电流 J 不变，而总和 
S 9 at 为电动势我們得到 

JSR = 恳， C 23. 1) 

因此，接有伽伐尼电池的电路內的电流，等于电动势隱以电路內全 
部导体的总电阻（当然也包括电池本身的內电阻）。 

• 虽然，伽伐尼电池的电动势也可以表示为接触电势差之和，但 
要着重指出的是，实际上，这是一个完全由导体的体积状态所确定 
的热力学量，幷且和导体分界面的性质完全无关。这是很明显的， 
因为 ® ，恰好是将带电粒子反向沿全部閉合电路移动所作的功（屬 
于单位电荷)。 

为了举例說明这种情况，我們来硏究由两个金屬电极（金屬 J 
和 S ) 浸在电解溶液和为某种負离子）內所构成的伽伐 
尼电池。設 G 和 G 是金屬2和刀的化学势，而 Lix 和“ X 是溶液 
內电解质的化学势①。元电荷 e 繞閉合电路运动，表示离子从 
电极4进入溶液內，而离子从溶液进入电极 B 內，而且电极上 
的电荷变化，由沿外电路部分从电极2进入电极5的电子来杯偿。 
这些过程的結果是：电极4失去一个中性原子，电极万得到一个中 
性原子，而在电解溶液內， BX 的二个分子为 AX 的一个分子所取 
代。因为可逆过程中所作的功(溫度、压强保持不变）等于系統的 
热力学势的变化，因此我們得到 T 列关系式： 

e ^ AB = a B - CBx )~ aA - CAx ), - (23. 2) 

伽伐尼电池的电动势可用电极材料和电解溶液的体积性质来 
表示。 


①这一节內采用了对一个粒子的通常的化学势定乂 
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由 （23. 2) 的形式也可得到下面的推論。如果溶液內有三种电 
解质 ( dJC 、 万其中浸有三种金屬电极 A 、 B 、 C , 則在它們毎 
两种电极之間 i 的电动势，由下列关系式联系起来： 

+Lc. (23. 3) 

利用普遍的热力学关系式，可以把伽伐尼电池的电动势和电 
路內电&流 k 时所发生的热效应联系起来，不言而喩,在实际条件 
T ， 电流的流过是不可逆 fe 。 設 ©为单 位电荷通过时所放出的热 f 
量（在电池內和外电路內）；这热量不外是当电流流过时在伽伐尼 
电池內所发生的热化学反应热。按照熟知的热力学公式®,它和 
功$的关系为 

Q- (23 4) 

上式內对溫度的塥导数的求法 ，取决 于在何种条件下发生这种过 
程，例如，如果扭强不变时流过电流（如通常的情况），則保持庄强 
不变进行微分。 

§ 24. 电毛細現象 、 

# 

在两种导电媒质的交界面上所存在的电荷，影响到交界面上 
的表面張力；这种現象称为亨手呼罕率，实际上，这里所指的是两 
种液态媒质-—通常是指液在^‘銀）与电解质溶液的界面 
而言。 . 

我們用 9> i 和9>2表示两种导体的电势，用^和 G 表糸分布于 
它們的分界面上的电荷。这些电荷数値相等而正負号相反。这样 
一来，就在交界面上形成所謂“双层”。 • 

假設保持压强和溫度不变，幷考虑到两种导体的分界面,于是 
得到这种系統的电势彦的徼分为 

①参開“統計物理学”，第三板，§89。 . 




✓—^^ ■* y 

dcS ^~ adS — eidsp x ~ 0 2 却2, (24. 1) 

adS 达一項代表分界面的面积 S 上的可逆变化 dS 所作的功 （ a 为 
表面張力系数）®。 , 

在 (24.1) 式中，代替热力学势承，我們可以只写下它的“表面 
#|5分” 因为当压强和溫度不变时，体积部分保持不变，因而我 
們不咸兴趣。令仏三 e ， 幷引进电势差9=9>1 一灼，于是可以 
把 (24. 1) 式改写为 

<0^ $ = odS — edf , (24. 2) 

由此得到 

(•)，《， m 

同时 a 可表示为9的函数。对上式积分，我們得到$ 3 二0^。把 
这个式子再代入 （24. 2) 式，得到 d ( a 汉 ）= ad / S ’ 一 e 却或-以9, 
由此得 



CT = 


• d ， 


(24. 4) 


式中 ^ = 为单位面上的电荷。 （24.4) 式（由李普曼和'吉布斯 

最先得到）是电毛細管現象理論的基本方程。 

在平衡状态下，当导体的电势保恃給定値时，热力学势麥必須 
为极小値。把热力学势看作表面电荷 e 的函数，于是承取极小値 
的必要条件为 

~ s =0y ^^> 0 ， ( 24 . 5 ) 

de de 

式中 求导数 时保持面积况不变。为了算出导数値，我們用热力学 
势 ^ s - c ^ s ( e ) 表示 h — 

^ s = cP s (e) — e 1 (p 1 —e 2 ^ ^ ^sM — ^9. (24. 6) 

/ ①参閱“統計物理学”第三版，§ 135。 
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由一次导数等于零的条件給出 


3氣 

9e 


二 滅 s 
de 



然后二本蝽数为正値的条件为 

d 2 ^ s 3 2 ^ s 9<p 1 3cp 



或者 

孕 >0, (24. 7) 

如果把表面上的“双层”看成电容为 _ 的“电容器”，則这条件正是 
所預期的 d 


将等式 (24. 4) 对 SP 取微分，幷利用 （24. 7) 式，我們得到 

含 <0. (24. 8) 

这表明，在 _=- cr ==0 的点处， a 和9的关系曲綫有极大値。 


§25. 温差电現象 

金屬內不存在电流的条件是对傳导电子存在热力学平衡 ，大 
摩知道，这一条件除了要求溫度不变外（在整个导体上），还要求 
c 9+ Co 也>保持不变，式中^是金屬內傳导电子的化学势（保持 
?>=0 )® o 1 如果导体是耝分不均勻的金屬，那末，即使溫度保持不 
变，也会沿导体发生变化。因此，在这种情况下，电势 SP 不变不 
会 f 金屬內的电疏为零，虽然場强 E =- grad ? 也等于零。如果我 
們系望把不均勻导体也考虑进去，那末这种情况使得通常的9的 
定义咸到不便（把它作为对点源平均的結果)。 、 

①参開“統計物理学”第三版，§ 25,我們在这里把$理解为通常臑于一个粒子 
(电子）的化学势- ’ 
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因此取 SP + & 之和作为电势的新定义，是很自然的事，下面 

e 

我們将簡单地把它表示为9>®。在均勻金屬內，这种定义的改变导 
致在电势上添上一个不重要的常数。与此相应，“場强” E 二— 
- gradg > (我們下面也将用它）只在均勻金屬內才和实在的平均場 
强相等，而在一般情况下，它們之間相差某一状态函数的陡度。 

根据这一定义，在热力学平衡状态下，对傳导电子而言，場强 
和电流都变为零，而 j 和 E 的关系将为 j = (力 = cr iAj 風0,即使金 
屬的組分是不均勻的。 

現在，我們来硏究金屬受到不均勻加热的情况,这在任何情况 
下都不会有（电子的）热力学平衡。于是，即使沒有电流，电場强度 
E 也不为零。在电流密度〗戒溫度陡度 VT 不为零的普遍情况 
下，这些量和場强的关系可以写为 

E = —j + aVT , • (25.1) 

cr 

式中 cr 为通常的电导率，而 《 是表征金屬电性质的一个量。为簡单 

起見，我們假定物质是各向同性的（或具有立方对称），为此，我們 

把比例系数写成标量形式。 E 和的綫性关系，不言而喩，只代 

表展开式的第一項，但由于溫度陡度很小，这一項是完全足够的 

% 

(实际上經常如此）。 

把 （25. 1) 式写成下面的 形式： 

j = cr ( E - aVT ), (25* 2) 

这表明，在不均勻受热的金屬內，即使場强 E 为零，也可以有电流 
流过。 Z 

除了电流密度 j 外，我們也可以硏究能流密度，我們用 q 表示 

_ I 

①这定义也可表达成另一种形式，卽帥的新数値为把一个电子等温地引入金 
觸所引起的自由餌的变化；換句話說，式中厂为金屬的自由餌，而 P 为单位体 


积內导电电子的电荷 o 
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它。首先，从能流內分出对,这是因为毎一带电粒子（电子）本身携 
带能量呼。但是 q -9 J 之差却与电势本身无关，因此，在普遍情况 
下，可以把它表示成陡度 vg >=- E 和 vr 的綫性函数，和电流密度 
的公式 （25. 2) 相似。現在把这个式子写成 

q —. g)j = — yVT. 

由动力学系数的对称性原通，可以得到系数沒和 （25, 2) 式內的系 
数 a 的关系式。 

为此，我們計算导体的总熵的变化速度/在单位时間內导体 
单位体积內放出的热量为一 div q , 因此可以写成 

其次，利用方程 div j = 0, 我們写出 

*^< iivq = i { div(ci —9 i ) +div ?> j > = 

- = ^. div(q —对）一 

第一項經过分部积分后，我們得到 

^ =擇祝- (25. 3) 

这个式子指明，如果选擇矢量 j 和 q -^ SPJ 的分量作为量@(参 

» 

閱§20)，則相应的量叉《即为矢量 - #和 g 的分量。与此相应， 
在下列关系式 ’ 

J=crT ^ _ CTaT2 ^» 

內，系数 craT 2 和從必須相等。 . 

由此可見， i »= cra ? V 于是我們得到 

Q — <pj = craTE — y^7 r l\ 
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最后，按照 （25. 1) 式，用 j 和表示这里的 E ， 于是最后得到下 
面的表达式： 

I 

q = (9 + — kVT , (25. 4) 

这里引进了符号- f 0 tV 。 量 K 不外是通常的热导系数，它 
定出电滅不存在时的热流量。 

应該指出，导数^为正値的条件，对于溫差电系数幷不加上 
任何新的限制。把 (25. 1) 和 （25, 4) 式代入 (25. 3) 式，得到 

w = 1 (^* + - ( ^ } )^ >0 » - ( 25 * 5 ) 

由 ih 得到热导系数和电导系数为正的条件。 

在上面写出的式子中，暗中假定了当溫度不变时压强（或密 
度）的不均勻不会引起导体內产生电場(或电流)；基于这一点，在/ 
(25. 2) 和 （25. 4) 式內，沒有写下与 Vp 成比例的項。实际上，这些 
項的存在与熵增邡定律相矛盾，因为在 (25. 幻式中被积式內的項 

i 

包含乘积 jvp 和 vTVp , 它們可以有两个正負号，因而积分不一定 
为实在正値。 

(25. 1) 和 (25. 4) 的关系式本身包含了各种溫差电效应。我們 
来硏究每秒內从导体单位体积內放出的热量一说 vq 。 由 （25, 4) 式 
取微分，我們得到 

Q= — div€i — div (/cVT) -4-Ej—jV (aT 7 ), 

或者把 (25. 1) 式代入上式，得到 

Q = div(KVT) + f-TjVa. (25. 6) 

cr 

这式子右側的第一項与純热导率有关，而第二項与电流的平方成 
正比，可以称为焦耳热。在这里，我們咸兴趣的是第兰項，它包含特 
殊的溫差电效应。 

現在假定导体的組分是均勻的。于是量 CX 的改变只与溫度陡 
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度有关，因而可以写为 Va = ^vr； 如果和通常的情况一样，导体 

* 

上的压强不变，則^必須理解为导数¥此可見，我們感 

兴趣的热量放出（称为等于 

f > m % 其中 P — T 备 (25. 7) 

量 p 称为不_。应該注意的是，这种效应和电流的一次幂 
成正比，‘罙羞“流的二次幕成正比，和焦耳热一样。因此，当 
电流反向时，它也变号。系数 P 旣可以是正的，也可以是負的。如 
果則在溫度上升方向有电流流过时，湯姆逊热取正値（放出 
热量），而在反方向流过电流时，則吸热量；如果 p<0, 則关系倒 
过来。 

如果电流通过两种不同金屬的接触点（接头），則发生另一种 
热效应，称为，琴^。在接触面上，溫度、电势以及电流密度 
和能流密度矢量的法向分量都是連癀的。我 fh 用下角标1和2分 
別表示屬于两种金屬的量，幷令接触面两側的 q (25. 4) 的法向分 
量相等，由于 9>,T 和知的連續性，我們得到 

( - 尋 )1:—L T(a2 _ ai ); 

这里取 a: 軸为接触面的法綫方向。如果取$軸的正方向为从金屬 
1到金屬2的方向，則等式左边的表达式就是1秒內以热傳导方 

式从1厘米$接触面上导出的热量。这导出的热量补偿接头上所 

1 

放出的热量，这热量由等式右惻的表达式表示。由此可見，接头每 
一单位面积所放出的热量 （1 秒內）等于 

n 12 j ， 此处 r ( ot 2 — ( X !)。 （25.8) 

量 n 12 称为帕耳帖系数。和湯姆逊效应一样，这效应也和电流的 
、 一次幂成正比，而当电流反向时变号。应該指出的是，帕耳帖系数 
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具有相加性，所表示为等'式此处的下角标1，2,3 
分別指三种不同的 金屬。 ， 

由比較 (25. 7) 和 （25. 8) 式指明，湯姆逊系数和帕耳帖系数間 
的 k 系式为 

= 孕. (25. 9) 

其次/我們来硏究有两个接头的开路电路，而且两端的导体为 
同一金屬（金屬1,图 i6)o 假設接头 （ 6点和 C 点）的溫度不同，分 
別为 A 和但电路两端 O 点和 d 点）的溫度一样。于是，在两端 
点之間有接触电势差，称为溫差电动势，我們用在: r 表示。为了算 
出溫差电动势，假設 （25. 1) 式中的 J 丁 f ____^_ T Ji 
i=0, 幷对电路的全长 O 軸）积分 7 ; 7 , 

电場强度£=072\于是得到 m 16 

a * a 

~ j CtC ^^ 7 - ' 

a a 

从 c 到 J 和从 a 到 6 的积分，表明在第一种金屬內从溫度 A 积分 
到 A ， 而从6到 c 的积分表明在第二种金屬內， dT 从 A 积分到 
因此，我們求得 

T% 

S r = | Ca 2 -at)dT. (25. 10) 

Ti 

与 （25. 8) 式比較，我們看到，溫差电动势和帕耳帖系数有如下的关 
系式： 

Tt 

dT. (25, 11) 

Ti 

公式 （25. 9) 和 (25. 11) 称为湯姆逊关系式。 

末了，我們写出各向异性导体內的电流和热流量的公式 3 利 
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用动力系数对称原理，和推导 (25. 1) 和 （25. 4) 式完全相似，我們推 
导出这些公式为 ^ , , 

+ (25. 1^) 

95 T 

Qi ^ — Kija — — • 

• C^XjQ 

式中是电导率張量 CTiAi 的逆張量張量<^0?和是对称的。但 
在普遍情况下，溫差电張量 Ct < A } 是非对称的。 

1 

例 題 

♦ 

設同时存在电場、磁場以及温•度陡度，試求当电流流过时所发生的各种 
温差电磁效应系数間的关系式。 

解. 解法和正文內对温差电現象所进行的完全相似。在現在的情況下， 

vwv* Si. 

直接把它写成張量形式較为便利，这样也可以应用到各向异性导体上。我們 
把电流密度丨和热流密度 q 写为 ' 、 

qt - 9Ji = c ih ^-\-d ih ( 1 ) 

式中全部系数都是磁場的函数 6 按照动力系数对称原理，我們得到 

a^(H) = —H), d ifc (H) 一 H), 

〜 ( H )=〜（ — H ). (2) 

把用 i 和 VT 表示 (1) 式內的 E 和 q — g ^ 我們得到 

ar 

Ei = ^ kJk +^ ikj^p (3) 

. ^ . dT 

式中的張量 CL , ft « 可以一定的方式用張量 a , b , C , (2 来表示,同时从关系 
式 C 2), 它們具有下列的对称 性质： ， 

， ct 7 Kh ) = ^{(- H ), 

= Kjci( 一 H )， （ 4) 

如 (H)=ro^ (— H). 一 


§26. 扩散电現象 
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这也就是所要求的最普遍形式的关系式。这些关系式 推广了 §25中沒有磁 
場时和§ 21中沒有温度陡度时所得到的关系。 

对于弱磁場內的各向同性导体，精确到》的一次項，我們得到 

E = i + aVr + B [ Hi ] + 2 V [ Hvr ]， （5) 

<T 

q - g>i =« aTi - kVT + NTIH 12 + i [ HVT ]. (6) 

式中的〃和 c 分別为通常的电导率和热导率， a 是 (25.1) 式內出現的温差电 
系数， B 为霍耳系数，而 iV ， i 为新系数。 iV [ Hvr ] 这一項可以看作磁場对温差 
电动势的影响（卽蹲暫辱:琴寧)，而 L [ HVT ] 一項可視为磁場对热导率的影响 
(哿 tt 卑-里紀枣 孪)。 • 

^ 在两种媒交界面上，矢量 I 和 q 的法向分量是連續的，因此矢量 

一 kVT + aT |+ A ? T [ Hi ] + i [ Hvr ] 

的法向分量也是連續的。 wr [ Hi ] 这一項代表磁場对帕耳帖效应的影响，称 

为咢萃竽—萃孪 。 

• 1 单位体积所放出的热量为 —div q 。 这里必須把 (6) 式的 

q 代人，然后用 （5) 式代替 — V $ = E 。 如果导体的組分是均勻的，則量 a ,2 V , 

l …只是温度的函数，于是它們的陡度与 vr 成正比。在計算中我們略去了 

▲ 

鬌 〆 ■ 

所有 H 的二 次項; 在这种近似下，可以假設 iro <^^^ rotE =0. 此外注意 

到，对外場 H 而言（場源在导体外)，我們有 rot H = 0 ①。最后，和通常的恒定 
电流的情況一样， div 〗= 0。注意到这些幷經过計算后,我們得到 

+ div( icVZ 1 ) — T|Va+ 

fT 

最后一項表示由于磁場出現而引起的湯姆逊效应的变化。 

§ 26 . 扩散电現象 

由于扩散現象的存在，引起电解质溶液內发生一种在固体导 

体內观察不到的特殊現象。 

- 、 ■ 


①同时我們还略去了极德:親的效应一电流本身的磁#对热量放出的影响。 
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为了 簡明起 見，我們将假設整个溶液的溫度相同。同时，我們 
在这里只限于硏究未被溫差电效应所复杂化的純粹扩散电現象。 

代替溶液的压强 p 和濃度 c , 利用 k 强和化学势 【作 为自变 
数更为方便。在这里我們把（定义为单位质量溶液的热力学势对 
| 其濃度 c 的导数(保持 p 和 t 不 变)； 这时我們将濃度理解为在給 
定体积元內电解质的质量与液体的总质量之比①。应該記住，化学 
势不变(除了压强和溫度不变外)是热力学平衡的条件之一。 

§ 25所給出的电場势定义，在現在的情况下应稍作变更，因为 
載流子現在不是傳导电子，而是电解质內的离子。即是說，合理的 

定义（参閱149頁的底注）应为9^(|~),式中的中是化学势， 

而 〆 是单位体积溶液离子的总电荷（当然，在取微分以后，由于溶 
液兽电中性的，必須令 p = 0)。 求微分时保持质量濃度不变，也即 
是保持单位体积內两种正負号的离子的总质量不变。 

当存在化学势陡度时，則在电流密度的公式內必釋加入与它 
成正比的附 加項： ’ ' 

j-o-CE-^vO, (26.1) 

这和 （25. 2)_內的附加項相似。下面我們将证明，当化学势陡度 
(或溫度陡度）保持不变时， j 将与压强陡度无关，因而 （26. 1) 式內 
含 Vp 的一項就不存在 @ 。 


①通常的化学势定艾为 匕=^， r 2 = g , 其中 $是1 芘溶液的热力学势，而 

柯，叱是1兖溶液內巳溶解物质和溶剂的粒子数。粒子数 7U 和 n 2 的关系为71!^ + 
+ « 2 m 2 =l(m 1 ，m 2 是两种粒子的质量），而濃度因此，此处引人的化学势 
为 


3 中 — , d $ dr%2 _ f 1 
dc dn\ dc dn2 2 c mi m2 


®' 伹是应着 m 指出，当濃度陡度不变时， i 与压强陡度 有关: 





T 
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除了电流外，我們还必須硏究同时发生的电解质量的轉移。这 
时必須注意，当电流通过溶液时伴随发生宏观的流体运动。由这 
种宏观的流体运动所轉移的电解质的质量流密度等于 /> CV ( V 是 
速度， P 是溶液密度）。此外，电解质的轉移还通过分子的扩散形 
式 进行。 我們用 i 表示这种扩散流的密度，于是，总流量密度为 
pcv + i 。 不可逆的扩散过程也导致熵的增加；总熵的变化速度由 
下式得出① 

蒈=掙叫爭， ⑽) 

‘和电流密度一样，扩散流也可以写成 E 和的綫性組合形 
式，或者是写成 j 和 VC 的綫性組合形式。利用动力系数的对称性， 
这表达式內的系数之一可以和 (26. 1；) 式的系数#联系起来，和前 
一节对 j 和 q — W 所做的完全相似。結果得到 


(26. 3) 

前面的系数在这里可用通常的扩散系数来表示@。 

(26. 1) 和 (26. 3) 式內不可能存在与压强陡度成运比的項，又 
和前二节一样，可从熵增加定律得出，因为这样的項会使总熵的导 
数 (26. 2) 不为实在 正値。 

(26. 1) 和 (26, 3) 式包含了全部的扩散电現象,我們在这里不 
准备詳細討論它們 o . 

例題 

假設 M 平行平面板（由同一金屬 A 作成）浸在电解质溶液儿 x 內❶ 試求 
电流密度和两平行平面板間所加的电势差之間的关系式。 

〆 

① 这个式子內第二項的推导参問“連緻介质力学”第 i 版§的。 

② 如果 | = 0和压强（以及温度）保待不变，我們得刦 pD ^ c 0 




PD 
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解.当电流流过时，金屬从一个电极上溶解，在另一个电极上淀积。这时 


溶剂（水)是靜止的，而流过瑢液的金羼的质量流密度为外 为电流 

密度， m 和6分別为离子4 + 的质量和电荷）①。另一方面，这质量流由表达 
式 i + pvc 锝出,其中*为 (26.3) 式。假設流体內的压强相同@，于是得到方 
程： 






J 


( 1 ) 


u 是連接两个电极方向的坐标)。因为在溶液內，常数，由此得到 


I 1 

jZ =： J 


pDdc 


P -—(1- 


⑵ 


式中 q ~是两平行平面板面上的濃度，而 i 是两板間的距离。 

两.板間的电势差8可从总能量耗散 G (1 秒內）簡单地求出，这耗散 必須’ 
等于兆 C 篇于单位面积的板面)。按照 (26.1) 和（26.2>式，我們有 


莉用 （1) 式,得到 


^ ^ = If (II ) 2 卜 = 瓜 



pDdc 


[ 0-*^-(1 - c ) 




(3) 


由公式 (2) 和 p ); 就可解出(在非显式形式下）所提出的問題。 

如果电流 j 很小，濃度差以-〜也很小。用被积式与〜一以的乘积代 
替积分，就得到溶液的有效电阻率为 

砉 = ++去既卜;( 1_£ °] 2 . 

(3) 式的第一項給出由于电流流过时所弓随的电势降第二項是 

由褚液朽的濃度差所引起的电动势(在某种意义上，与温差电动势相似）。后 
一表达式甚至和具体的一維問題的条件无关，它是“濃差电池”电动势的普遍 
表达式。 , 

4 » 

一 1 

① 应記住的是，瑢液內的流体力学速度 V 这样定义，卽 pv 为流体单位体积內 
的动氬 （参閲 “連嫌介质力学”第2氓§27)。固此/在現在的情况下，只有被溶解的金 
屬运动这一事实，对的計算件无影响。 

② 估計到流体运动所引起的压强改变，将导致髙級小量。 
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§27 . 恒定磁場 

描写物质內的恒定磁場是利用两个麦克斯韦方程，由把下列 
两个微她方程： 

divh = 0 ，rot h = — (27. 1) 

c 9 t c 

求平均値，就可以得到这两个方程。平均磁場强度一般称为磁威 
应强度，幷表示为 

h = B . 

因此，把 （27. 1) 中第一式求平均値的結果为 

i 

div B = (}• 

在第二方程內，求平均値时对时間的导数变为零，因为假設平均磁 

譫 

場不变，于是有 

rotB = -^^ pv • (27. 4) 

微观电流密度的平均値，一般說来，无論在导体內或;电介质 
內， b 不为零。这两类物质的唯一差別是，在电介质內总是 

J ^ vc 2 f = 0, (27.5) 

式中积分对物体任意橫截两的总面积进行;但在导体內，这积分可 
以不为零。首先我們假設物体內 k 如果它是导体）沒有总电流，也 
即是假設关系式 (27. 5) 成立。 ' 

(27. 5) 式对物体的任何截面积 分都肄 于零，表明矢量 pv 可' 
以写成另^矢量(一般表示为 cM ) 的旋度 形式： 


(27. 2) 
(27. 3) 
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pv ― c rot M , (27. 6) 

而且量 M 只在导体內不为零（与§ 6中类似的討論比較)。实际上， 
設有一回路包圍导体幷处处在导体外通过，对这回路所圍成的表 
面进行积分，我們得到 

| pvdf — c Jrot M dJf = c c ) IWUO = 0. 

矢量 M 称为物体的磁化强度。把它代入 (27. 4) 式，得到 

rotH = 0, (27. 7) 

式中矢量 H 和磁感应强度 B 的关系为 

B = H + 4 ttM , ’ (27. 8) 

. 这式子类似于电咸应强度 D 和电場强度 E 的关系式。虽然根据 
与 E 的类似，通常称矢量 H 为“磁場但是应該記住，实际上， 
磁場强度的眞正平均値为 B , 而不是 

为了闡明量 M 的物理意义，我們来硏究在导体內运动的全部 
带电粒子所产生的总磁矩。按照磁矩的定义®，这即是 积分： 

•— ••畢 

pv]dV = U[r rot M ] cZF . 

因为在导体外 pv =0， 因此，可以对包圍导体的任何体积进行积 
分。用下列方式变換积分： 

J [ r [ VM ]] dV ^= j )[ r [ dfM ]]- |[[ MV ] r ] t ? F . 

对导体外的面积分变为零。在第二項內，我們有 

[[ Mv ] r ] = — M div r + M — — 2 M , 

这样一来，得到結果为 

^dV = (27. 9) 

①参閱“場論”第二版，§ 43,1948。 
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我們看到，磁化强度矢量代表物体单位体积的磁矩①。 

除了 （27. 3) 和 （27. 7) 式外，还应該加入一个联系 H 和 B 的关 
系式；只有这样，方程組才成为完全的，例如在不太强的磁場內的 
非铁磁体中， B 和 H 的关系是綫性的。在各向同性物体內，这种綫 
性关系归結为簡单的比例关系；- 

* (27. 10) 

系数 〆 称为磁导率。而在关系 = 內的比例 系数： 

X ^ J ^ T y (27. 11) 

則称为磁化率。 

与介电常数 S 在所有物体中都大于 I 相反，磁导率則可以大 
于1,也可以小于1。 因此我 們只能肯定，总是 〆 >0( 关于 M 与 S 
这一差別的原因，参閱§31;不等式的证明，将在§30給 
出）。与此相应，磁化率 X 可为正値，也可以为負俥。 

另一个定量的差別是，絕夫多数物体的磁化率要比它們的介 

电常数小得多。这种差別是由于物质（非铁磁体）的磁化是 | 的二 

C 

次的相对論效应 o 是原子內的电子速度 ®)。 

从方程 divli = 0 和 rotH -0 得出（参照§ 6), 在两种不同媒质 

的边界上，应滿足条件： ^ 

H 加， ¥ L x t = n n . (27. 12) 


① 只有建立了这关系式后，量 M 才成为完全确定的。物体內的关系式 （27.6) 

和物体外的 M = 0 本身，都还不能单値弛确定这个蛰 ，因为 在物体内部，可以在 M 上 
加上一个 grad / 形式的矢量，而不破坏等式 (27.6) C 比較53頁上对电极化所作的相 
似底注)。 、 

② 比値 i 和 h —起，一次出現在描写物体与磁場的相 a 作用的晗密顿函数 

c , 

再次出現在原子或分子的元破矩內。 
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这方程粗以及其边界条件，在形式上和自由电荷不存在时电介质 
內的靜电場方程組相同，所不同的只是分別用 H 和 B 代替了 E 和 
D 而已。由于方程 rotH = 0, 可以求得 H 的形式为 H = - graiii / r , 
对于电势得到和靜电势完全相同的式子。因此，第二章中所硏 
究的一系列靜电場問題的解，就可以直接移用到恒定磁場上。特別 
是§8中所得到的均勻电場內介电橢球的公式，对均勻磁場內的 
磁橢球来說，也是完全正确的（只 fe 符号作相应的改变）。 

磁咸应强度的切向分量与七法向分量不同，在两种媒质的边 
界上发生突变。可以把这种突变的数値和表面的电流密度联系起 
来。为此，我們将 （27. 4) 式的两側对小綫段积分，而 AI 与分界 
面相交于法綫方向。然后令长度趋近于零；但是，这时积分 
趋近于有限値。这样得出的量 


g = f pvdl 


(27. 13) 


可以称为面电流密度；它定出单位时間內通过表面上单位长綫內 
的电荷。我們选擇表面上某一点处的 g 方向作为 y 軸，选擇法綫 
方向作为^軸，幷从媒质1指向被质2。于是由积分 （27. 4) 式， 
得到 

由于^^的連績性，导数 t 为有限的，因此当綫段趋近于零 

- dZ 


47T 


时，积分也趋近于零。由 


dB z 

dx 


的积分，得出表面两侧的値之差。 


因此 


— B 


4 rr 


这等式可以写成矢量形式: 


「 n ， B 2 - B 1 ]=47 r [ n , (27. 14) 

c 
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式中 n 是法綫方向的单位矢量，其方向指向媒质2 內部； 在后一变 
換中，我們已把 H 的切向分量的連續性考虑在內。 


§28. 晶体的磁对称性 / 

晶体的电性质和磁性质有着重大的差別，这是由于电荷和电 
流对时間变号的行为有所不同。 

大家知道，由于运动方程对时間变号的不变性，因此，对物体 
的某一热力学平衡态，形式地以一《代替 < 所得到的状态，也必然 
是可能的平衡态之一。由此产生两种可能性 ：以- 《代換 J 后得到 
的状态或者和原来的状态相同，或者不相同。 

在本节內，我們用 p ( oc ， y ， 3) 和 jO , y , 2) 表示晶体每一点处只 
对时間平均得到的眞正（微观）电荷密度和电流密度（不是像宏观 
理論一样，对物理羌限小体积求平均了）。这也就是分別确定晶体 
的电結构和磁結构的函数。 

■ 

以 一 < 代換 i 时改变 i 的正負号，如果这样代換后物体的状 
态不变，則表明 j =— i , 也就是 i = o 。 由此可見，这也就是函数 
j (^ y , z ) 严格地为零的晶体所以存在的原因。在这种晶体內，除 
了电荷密度为零外，物体每一点处的平均磁場和磁矩（对时間平 
均)也严格地等于零（当然此处所指的都是沒有外磁場时的物体伏 
态乂对于 si 种晶体，我們称它为沒有“磁結构”的晶体。实际上， 
絕大多数的晶体都是屬于这一类。 

以一 < 代換 < 时， 电荷密度 p —般不改变 。因 此不存 在任何 
原因使这函数恒等于零。换$話說，不存在沒有“电結构”的晶体。 
这也就是上面所提到的晶体^电性质和磁性质之間 的重大 差別。 

現在我們来硏究以一 < 代換 < 后状态改变因而 i 妾0的晶体。 
我們将把这种晶体称为“磁結构”的晶体。 

首先我們注意到，尽管 j 不等于零，但在物体的平衡状态下， 
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不可能存在任何总电流，也即是对元晶胞体积的积分 jdF 时必須 

恒为零。否則，达电流产生宏观的磁場，因而晶体将具有随物体綫 
度增加而迅速增加的磁能（每单位体积的）。由于这种状态在能量 
上是不利的，因此，十分显然，它不相应于热力学平衡状态。 

但是，电流 j 可以产生不为零的宏观磁矩，也即是积分 

可以不为零（再对元晶胞体积积分）。与此相应， i 手0的晶体可以 
分为 两类： 宏观磁矩不为零的晶体和宏观磁矩为零的晶体。第一 
种晶体称为铁磁体，而第二种晶体称为反铁磁体。 

电流 j 分布的分称性，可以直观地看作晶体內各原子磁军的: 
排列和取向的对称性。若 j = o ， 則表明各磁矩随时間改变取向完 
全是无序的，于是，每个磁矩的平均値变为零。在铁磁体內，原子 
磁矩 向某一 方向的取向占优势， 因而 在每一晶胞內产生木为零的 
总磁矩。最后，在反铁磁体中，平均原子磁矩不为零,也邯是取向是 

有規則的，伹在每一晶胞內，它們互相抵銷了。 

♦ 

于是产生了有关电流 Kx ， y , z ) 分布的对称性的可能类型（群\ 
問題。这种对称性首先包含通常的耍素——轉动、反射和平移。与 
此相应，在 j 的各种可能对称群中，总共有230种普通的結晶学的 
空間对称群。但是，这远远地沒有包括全部待硏究的对称群。如上 
面已指出的，以- < 代換《时矢量 i 改变正負号；由此产生新的可 
能的对称要素对电流反向变換的对称性;一般用及表示这种 
变換。如果电流分布本身具有只的对称要素，則表明】=一〗，也即是 
j = o , 因而晶体一般不具有磁結构。伹是不为零的函数2)，可 
以对丑变換与其他对称要素 —— 轉动、反射和平移——的各种組合 
是对称的。由此可兔，确定电流分布的对称性的可能类型(“磁空間 
群”)的問題，在于构成各种可 能的对 称群，这些群不仅包含普通空 
間群內的变換，而且也包含由普通变換与只变換組合而成的变換。 
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■■ ■ ■ __■ _ _ ■■ 一 ■■，■■■■ I I —■■■ | I •■■ ___ I ■ ■ 

如果电流分布的对称性已知，則我們也能求出綠定晶_粒 

參 

子排列的晶軸对称性，这种晶軸对称性和函数 pO , 2 A ， Z ) 的对称性 
相同。如果形式地假定及变換是恒同的（应用到函数上，即是这 
样），則从 j 的对称群得到的空間对称_，将完全决定粒子排列的 
晶軸对 称性。 

但是， 如果士 們感兴趣的只是晶体的宏观性质，那末就无須知 
道函数 iO , ％ d 的全部对称群。晶体的宏观性质只与晶体內的取 
向有关，而晶体点陣的平移对称則与它无关。大家 知道， 从純粹的 
晶体結构观点看来，有32 #晶类具有“方向对称性”。这是由純粹 

的轉动和反射构成的对 称群； 如果在空間群內假定全部平移是恒 

% * ♦ 

同变換，而把蟝旋軸和滑移面看>作簡单的对称軸和对称面，則从这 
些_間群即可得到上述的对称群。从磁性质观点看来，宏观对称 
性 g 按轉动、反射和它們与 i ? 要素的組合而抅成的群来分类。这些 
群可以称为磁性晶类。它們和磁空間群的关系，与普通晶类和普 

I * 

通空間群的关系一样。 、 

磁性晶类首先包括32种附有要素的普通晶类和32种沒有 
R 要素的晶类。前一种晶类特別是沒有磁結构的全部晶体的宏观 
对称群。但是有磁結构的晶体也可能有这种对称类。为此，及要 
素不能单独 # 包含在这种晶体的磁空間对称群內，而必須与平移要 
素組合起舉 O 

此外有58种晶类，其中 i ? 要素只与轉动或反射組合。如果用 

一恒同变換代替 i ?， 則其中毎一晶类都轉变成普通晶类 ® 。： 

、 * ^ * 

①这趋晶类与舒布尼科夫首先发每的有两种顏色的面的几何图彤（多面 
体)对称群是同晶的（舒布尼科夫称为“混合极化群^)。 ff 要素相应于改变各面領色的 
变換[参聞 A . B - IHy 6 HflK 0 B ， CHioi:eTpiyr H aHTHCHMifeTpM KOHe^HBix $nryp (有 

限图形的对称与反对称)，货联科学院出版社，1%1]。这些晶类作为晶体磁住对称群 
的直接 锥导，巳由 B . A : 塔夫格尔和 M . 扎依采夫糖•出 （3 K 3 T 少30,564,1956)。 

磁空間群总共有1651种。其推导方法 Q 作为舒氏群）参閱 H . B •貝格夫、 H . H •涅 
罗諾夫 、 T . C ♦斯米尔諾夫的論文[晶体硏究所丛刊，11, 33(1955)] 和 A . M . 扎荚尔扎耶 
S 的論文 [ KpHCTaMOTpa $ Ha ，2,15(1857) ] 0 
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〃应該 指出，磁結构的产生（铁磁体 或反铁 磁体）舍常包含比較 
弱的相互作用 ®。 因此，磁性物体的蟲体結构，与非磁化相的晶体 
結构相比較，只是代表一种小的 畸变， 而溫度降低时非磁化相常常 
变成磁化相。在达方面 ，铁磁 体特別不同干 普通熱 电体， 而 和铁电 
体相 类似。 * 

知道了一晶体的磁晶类，就可以确定晶体宏观磁性质的特征， 
其中最重要的是存在或不存在宏观磁矩，即存在或不存在自发磁 
化（政有外場时)。磁矩 M 为一矢量，它在轉动和反射变換时的行为 
和軸矢量（两极矢量的矢积）一样，而在及变換时改变正負号。如果 
晶体內有一个方向，在这方向上的 具有丄 述性质的矢量 M ， 在給定 
' 磁晶类的各种变換下保持不变，則这种晶体就具有自发磁化强度。 

■ 必須再着重指出它与宏观电性质的差別。后者的特征完全由 
普通晶类决定。特別是要使晶体成为热电晶体，只須这种晶类容 
許存在极化矢量 P (电矩)。如果根据軸矢量 M 对給定晶体的純粹 
結构（非磁化）晶类的各种变換所有的行为，来推断存在或不存在 
宏观磁矩，則完全是不正确的。 

为了举例說輯們来硏究由相同原子組成的正方晶体点陣， 
原子的磁矩方向¥行于正方軸②。它的磁性晶类包;含一个四次軸 
二个与12变換組合而成的二次軸 （ CTi ? 和—个与《 
軸垂直的对称平面 crV 和二个与及变換組合而成的对称平面 
( crTi 2, crTiO 。 这种群容許存在矢量 M , 其方向平行于正方軸。如 
果用1代替 J 2, 我們就得到対称晶类，也即是晶类 Dn 。 这种晶体 

舞 ^ * 


① 原子磁間的交換相互作用逋常使价鍵趋于飽劝，形成非磁性結构。只有門 
捷列夫周期表过旌族內的元素，其原子內位匿 # 較深的 c ? 层和/层的电子的比較蔴的交 
換相互作用，才形成磁結构。 .• 

② 例郎，铁的铁磁梅晶体点陣就是如此。从晶体关系方面看来，沱代表 有微小 
綺变的:方晶体点陴(沿一个四次軸发生畸变）。 
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• ， 

本身不容許存在軸矢量 WL (因为分別在平面，⑷內反射 
时，其分量 M xy M y ， M z , 改变正負号)。 

i 发宏观磁矩不为零的晶体性质（铁磁_体），将在第五章內詳 
細討論。在其余晶体內， B 和 H 的关系是^性的（在不太强的 
場 內）： 

= fluaHja ， (28. 1) 

这关系式不包含自由項。磁导率張查是对称的，这从下面§ 30 
內导出的热力学关系式,可以推知这种情况，其方式和§ 13內证明 
張量的对称性完全一样。 ， 

我們还应提到两种在原理上可能存在的現象。其中一种是 
“压磁現象”,即在晶体的磁場和形变之間存在綫性关系（类似于压 

电体参閱§ 17)。另一种現象是物质內的磁場与电場之間存在 

« 

綫性关系。例如，由这种关系可以引起物质內产生与电場成正比 
的磁化作用这两种現象可能存在于某些磁对称晶体內。但矣 
我們在这里不准备对它們作深入的硏究，因为到目前为止，看来还 
未在任何物质中观察到这两种現象。 

§29. 恒定电流的磁場 

如果导体內有不为零的总电流流过，則导体內的平均电流密 
度可以驾成相加的 形式： 

/pv = c rot M4-j. 

钃 

第一項来自媒质的磁化，它对总电流沒有貢献，因此通过导体潢截 
面上的总电荷轉移，只决定于第二項的积分 f 】砑。、量 j 称为傳导电 
流密度 ®。 §20內的討論即是指这种电流 而言； 特別是单位时間 

'①这神类型的二次效应，在原理上甚至在各询同性晶体內也应存在，伹由于数 
値很小，因此浃有什么意义。 

②最 c rot M 有时称为分子电流密度。但是这一名詞不完全符合于导体內电荷 
运动的实际物理图像。例如在金*內，对磁化强度 A 有萁献的不伹有原子內运动的电 
子，而且也有傅导电子。 
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在单位体积內所耗散的能量等于 Ej 。 

电流 j 在导体体积內的分布，由§ 20內的方程得出，这些方程 
內沒有包含电流 j 所产生的磁場（假設略去場对金屬电导率的影 
响）。因此，确定电流的磁場問題，必須根据該电流的分布情况来 
解决。这种場方程和§ 27內所得到的場方程不同的地方，是 (27. 7) 

的右边有一項 ^ j ， 而不 是零： 

c 

divB = 0, (29.1) 

rotH=^j. (29.2) 


傳导电流密度 j 与电場强度成正比，是一个不会成为无穷大的有 


限量，特別是在两种媒质的交界两上。因此， （29. 2) 式右边出現的 
項，幷不影响 H 的切向分量为連續的边界条件。 

， 为了求解 （29.1) 和 （29. 2) 式，最方便的是引入所謂矢势 A , 
即令 ： 

B = rot A , (29. 3) 


結果 (29. 1) 式恒被滿足。 由等式 （29. 3)，还不足以唯一地决定矢 
势。我們可以再添上一个 grad / 形式的矢量，这幷不会破坏 （29. 3) 

式。由于这种非单値性;可以在 A 上加一个附加条件，即选擇 

divA = 0. (29.4) 

把 (29. 3) 代入 (29. 2) 內，就得到 A 的方程。在 B = 的綫性关 

系下，我們有 . / - 

rot (女 rot A) = 、 (29. 5) 

写成这种形式以后，这一方程对任何不均勻媒质都是适用的。 

在均句媒质內，常数，因为 rot rot A = waddiv A — A A = 
=一八八，因此(2汍5)式变为 



4tt 


m 



(29. 6) 


€ 
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* 如果我們有磁导率 A 不同的苴相接触的两种以上媒质，則在 
每一种均匀媒质內，普遍方程 (2 A 5) 都变成 (29. 6) 的形式，而在它 
們的边界面上，必須滿足矢量 A 的切向分量为連續的条件。 

此外,矢量 A 本身的切向分量也必須为連續的，因为它們的突变 
表明磁咸应强度 B 在边界上变成无穷大。 

如果在一个方向上（我們® I 它为/軸方向），媒质为均勻而无 
限的，則求这种媒质內的平面磁場問題，可使場方程大为簡化，而 
且产生磁場的电流也处处指向 z 軸方向，这时电流密度如只 
是 A y 的函数。自然可以假設（已由实驗证实）这种場的矢势也指 
向2 軸： 為 2/) 〔条件 (29. 4) 这时自动滿足〕，而磁場相应地 

处处与％平面平行。我們用 k 表示 z 軸上的单位矢量，于是有 

> 一 、丨 • 

rot A = rot Ak = [grad ^4 k ], 
rot (— rot A )= ▽ • k = — kdiv 

因此 ，方程 （29. 5) 变 、成 

―夸 j ( M ) ， (29. 7) 

也即是，我們实际上对一个标量20, 2/) 得到一个方程。如果是 
“ 块状均的媒质，則 （29. 7) 式变成 

= y ) 7 (29.8) 

c 

边界条件 是溢和 在分界面上为連續的 、 

①我們注意到，求卒面的恒定磁場 P 3 題；相当于求电介质內密度为/^旁0,!0的 
旁电荷所产生的电場的平面靜电学問題。后一問題要求解方程 

div ( € grad 9 ) — ~ 

G 为濞 势)，它与 （29. 7) 式不同只是分別用史，作 ，1 代替了為妥， M 0 乂和安 的边界 

c C 

条件也是相同的。伹是，按照 P 或2分別求 E 或 B 时，就会发生差別。在每一点处, 
矢量 E = - grad 9 和 B = rot A 的絕对値相同，伹方向互相垂直 0 
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如果电流分布对2軸是对 称的： j z = jM ( r 是至2軸的距 
鉍） ，則 磁場可以非常簡单地求出。显然， 在这轴 情况下 ，磁 力綫为> 
r 二常数的一族圓。磁場的絕对値直接由下式 得出： 

df, 

这个式子就是 (29. 2) 式的积分形式。因此 

or 

式中 JO ) 是流过 f 数的圓內的总电流。 

如果圓电流的分布是軸对称的，也即是如果在柱面坐标 r , 9， 

2?內电流分布的形式为 ， 

^ jT = jz = 0 ， j ， j(r ， z )， 、 . 

則也可以把矢量方程 （29. 5) 化成标量方程。我們現在来求出矢势 
为 4 = 4 = = 这时，磁感 = A 的分 量为 4 

Br=z - 碧 ， Bz ^~v 

而 (29. 2) 式的9分量給出 

U^^tYwkh b A y ^ ⑽ 11 ) 

設在一种重要的情 况下， 可以忽略媒质的磁性质，也即是可以 
处处令則电流的磁場方程就可在普遍形式下解出。这时得 
到全锑空間內的矢势方程为 


对不同媒质的分界面（包括有电流流过的导 面）， 沒有加上任何 
附加的条件。大家知道，这个方程的解为① 

A = 封士砍， （29,12) 


(29. 9) 

(29: 10) 


①参閱“場論”第二腚 ， S 42 
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它在无穷远处变为零，式中丑是从我們求出 A 的点（观測点）至体 
、 积元沿 7 如距离。把 rat 作甩到这个式子上，应該記住，被积式4 
必須对观測点的坐标求微分 (j 与观測点坐标无关)，于是 

j 1 1 

rot 万 = grad — • j *= ~ *^g > 

式中半徑矢量 R 的方向从 dF 指向观察点。由此可見 

= (29. 13) 

如果电流流过的导体是非常細的（細导綫），而我們感兴趣的 
只是导体周圍的磁場，則导体的厚度可以忽略不計。以后我們将經 
常把它看作綫电流。在这种情况下，对导体体积的积分，就可以代 
以对其迴路的积分。即是綫电流的公式， 可’从 体电流的公式得到， 
只要在体电流的公式內作下列 代換： 

j dV - dl, 

式中 J 是流过导体的总电流。例如，从 (2a 12) 和（29_ 13) 式，我們 
■ 

得到 ' 

A =fif ， . ( 29 . 14) 

第二个式子就是所謂的毕奧- 豳瓦尔 定律。 

綫电流磁場的这种簡单公式，幷不是由于的假定。因为 
我們已忽略了导体的粗度，因此对它的表面不必加上任何边界条 
件，而导体材料的磁性质一般是不重要的飞甚至可以是铁磁性的）。 
' 这样一来，对千导体周圍媒质內的場 ， （29. 6) 式的解为 

• 八 二 璧， 〔"^〕 ， (29.15) 

f ^ 

这个解当媒质的磁化率为任何値时都适用。于是，媒质的存在只 
是使硪咸应强度改变 M 倍，而磁場强度 H = g ，—般不发生变化。 
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求綫电流的磁場問題，也可以作为势論問題来解决 。因 为我們 
忽略了导体的体积， 因 此实际上所求的是沒有电流的空間內的場 

X 

(除开奇异綫一綫电流—外）。但是，当电流不存在时，恒定磁 
場具有滿足均匀媒质內拉普拉斯方程的标势。但是，磁場势和靜 
电势之間存在重大的差別。电場势总是单値函数，这是因为在整 
个空間內（包括有电荷的区域 )， rot E = 0, 因而繞任何封閉迴路一 
周（即 E 沿这迴路循环一次）的电势变化等于零3但磁場繞包圍 

綫电流的迴铬循环一周幷不为零，而等于所以繞电 k 綫一- 

• O 

周后，磁場势値即改变这一数値，也即是說，磁場势是多値函数。 

如果电流系統集中在空間的一有限区域內（而在媒质和导体 
內，并=1)，則在离它很远处，磁場的矢势为 

. (29.16) 

式中 (29. 17) 

为該系統的总磁矩 ®。 

对綫电流而言，这表达式变为 

o 汲〕 . 

而且可以把它变換为对电流迴路所包圍的面积的积分。乘积 

1 = 的絕对値，等于由矢量 r 和沿所圍成的三角形的面积 

2 

元的面积。但矢量积分 j 迸与沿那一表面（迴路所包圍的）进行积 
分无关。于是，閉合 綫右筑 的磁矩等〒 

__ 禮 

© 參閱“揚論”第二扳§ 43。在那里的推导中，显式地利用了电流是带电质点的 
运劫这一槪念。当然这种推导是非常普遍的，但是利用純粹的宏观 方法， 也可以得到 
(29.16) 式(参閱本节第4題）。 


29. 恒定电淹的硪場 

/ 
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•4 =4 卜 


(29；18) 


特別是，对于平面閉合綫电流，磁矩簡单地等于#，其中 S 是电流 

所‘圉的平面部分的面积。 ' 

末了，我們硏究一下导体內的能流問題 < T 导体內所耗散的能 
量（以焦耳热的形式耗散）由电磁場的能量来补充。在稳定状态 


下,表示能量守恒定律的‘‘連續性方程”为 

-divS = jE ， (29, 19) 


式中 S 为能流密度。在导体內，能流密度的表达式为 


S = -^[ EH ], (29.20) 

• 4 tt 

4 

.这个式子在形式上和眞空內場的坡印廷矢量的表达式相同。这由 
直接驗算容易证明，即利用 r 6 t E =0 和 (29. 2) 式計算 div S , 就可 
得到 （29. 19) 式。 ’ 

如果考虑到 E , 和的連績性和 （29. ?0)式在导体外的眞空 
內也是正确的，則从导体表面上 S 的法向分量为連續的这一明显 
条件，也可单値地得到 （29. 20) 式，而与上面的推导无关。 
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9 


£ 

c 




J rdf R 

T) 


式中的积分，从几何意义上說，代表迴路在場观察点处所張的立体角 Q 。 上 
面提到的标势的多値性表現为，当观察点描一包含导綫的閉合綫路时 y 立体 
角 Q 达到 2ir 后改变正負号，变成一 ’ ， 

2. 試求圓形綫电流 ( 半徑 《 ) 的磁場。 

‘ 解 . 选擇柱面坐标系 r, 〜 z 的原点在圓心上， y 角从穿过 0 軸和場观察 
点的平面算起。于是矢势只有分量』 /«4(6 0), 而按照（ 29.14) 式，我們有 


w 

A J L cosa>dl 2JC 
-A*= — (p ———— =—'1- 
c J R c J 


acosg) d 守 


o 


(a 2 +r 2 + 名 2 — 2 arcos 9 >) 1/2 


由 ，= ir+2 心引进新变数化于是可以把上式代为 




4J 

ck 




K-E , 


式中 


fe 2 


4ar 


{a + r^+z^ 9 
而 X ： 和 E 是第一种和第二种完全橋圓 积分 : 


二 i — 

2 咖 2 

S = |n/1-* 2 sin^9d0 m , 


o 


于是我們求得感应分量为 

B 史 = 0， B r =- 


2z 


dji.<p J 

• • I —- -_v - - _ _«» •- * " 

c rv (a + r) 2 + 之 2 


2 


r_— K +,: 


a 1 +r 2 +z 2 


(a — r) 2 +z 


2 


E 


£T4 


Bi = TTr ( + 


式中我們曾利用了很容易驗证的 公式： 

dK E K dE E-K 


a 2 — r 2 


z 


(a — r) 2 +^ 2 


E 


於一 fc(l —fc 2 ) fc，"ife 


k 


在軸上 （r = 0) 


J5 r =0, 


2wa 2 J 


z c(a 2 +i 2 ) 3 /” 

这用初等的直接計算，也可 k 得到。 / 

3. 試求无限长柱形导体內柱形小孔內的磁場，导体内流过的电流均勻分 


§29. 恒 定电流 的磁場 
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布于导体截面上（图17)。 

如果柱体內沒有小孔， 
則柱¥內的場等于 
IV X— — 2rrjy/c , Hy = 2ttJx/c 

(坐标綫度和坐标軸的符号如 
图17所示 )。 

如果內柱体上流过的电流 
密度为一 則它在同一观察点 
处所产生的場为 

= 2 ， jy r /c ，Hi = — ^rjx r /c. 




把这两个場疊加起来，就得到小 ® ^ 

孔內的場。注意到工一 ^ = = = 我們得到 

** ' 

S, = 0,H y = 2^/c = ⑼ 巧 2)c ’ 


也卽是在 W 軸方向場是均勻的。 ^ / ' 

4.試从 (29/12) 式推导距离电流很远处的場的矢势公式 (29 16)。 

解.設 R = Hg-r， 其中 Ro 和 r 是从电流区域內某处的坐标原点分別 


至观察点和体积元的矢徑^把被积式展开成 r 的幂級数，幷注意到 J*l dv = 
彐0,我們得到 

dV ' 

(略去了 B 上的下角标0) 9 由分部积分下列恒等 式： 


我們得到 


， . 

^xix k divi dV ^ 0^ 

I 

J (ji^fc+jk^dy^o. 


因此,可以把厶改写成 

7? r 

= 2c^j ( Xk 蚁一 

\ 

这和 （ 29,16) 相同。 • 


、 5. 試求綫电流在磁各向异性媒质內所产生的磁場 e 
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躁- 在导序周圍的各向异性媒质內，我們有 




⑴ 


式中为媒质的磁导率張量,代替引进矢势 B = rot A ， 我們在这里引人另 
—个矢量 C ， 它由下面的等式来 定义： 

dO I 


Si — eifci^km 


dx. 


⑵ 


(^幻是反对称单位張童）。 （2) 式也恒滿足 (1) 式。对这样求得的矢量 Q 我 
們还可以加上附加 条件： 

dC, 


divC 


dxj 


0 . 


(3) 




把 (3) 式代入方程 = 我們得到 


^ikj 


3 H , 


^kp 


B 2 Ci 


dx k dx k dx p c 

[变襖时利用了等式： 

^iki^imn ~ 一 ^in^km 

和条件 （3)]。 达棒求得的 C 方程，在形式上和#向异性媒质內电荷所产生的 
电場势的方程相同（§ 13,例題2 )。其解为 

idV 


C 


jb 


\fx\fjj^RiR k 

( ImI 为張量的行列式， R 为观察点和間的矢徑）。化为綫电流，我們 
最后得到 

J r dl 


C 


c 


| mI 




dKiRic 


§30. 磁場內的热力学关系式 

磁場內磁体的热力学关系式，如我們在下面見到的，它的最 
后形式和电場內电介质的相应热力学关系式非常相似。但是，它 
們的推导却和§ 10內进行的有重大差別。这种差別是由于磁場和 
电場不同，磁場对在其內部运动的电荷不作功（因为作用在电荷上 
的力与速度垂直)。因此，要計算磁場加上后媒质的能量变化，必 
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須硏究由磁場变化所感生的电場和求出电場对电流（磁場源）所作 
的功。 * 

由此可見，必須引入确定电場>0交变磁場的关系的方程。这个 

方程 

要， (30. 1) 

C dt 

是把微观方程 a 3 ) 求平均値的直接結果。 

在时間 M 內，电場 E 对电流 j 所作的功等于 

峰 

8i|jE dV. 

这个量取相反的正負号就是外电动势对場所作的功 SB ， 外电动势 
是維持电流的电源。代入得到 * \ 

BR= — S |e rot HdV = 

= 8iJ^-|div[EH }dV-8 t^^HrotKdF. 

第 i 个积分变換成对无穷远表闻的积分后变成零。在第二个积分 

內，代入 (30. 1) 式的 rotE , 幷引进硪感应变化 SB = ■后，最后 

/ ^ 

得到 

SR^^-[h SBdV . (30. 2) 

47T J 

这式子的形式和电場发生#穷小变化时所作的功的表达式 
• (10. 2) 十分秀似，但是应該注这两个 i 式間的物理类似都不是 
这样深刻的^因为 H 和 E 不同,它不是眞实的微观磁場强度的平 
均値。 

得到了 (30. 2) 式以后，就可以写出磁場內磁体的全部热力学 
关系式，其方式和§ 10內写出电場內电介质的热力学关系式完全 
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相似。这只要在前面得到的公式中，分別用 H 和 B 代替 E 和 D 就 
行了。为了以后引用方'便，我們在这里写下其中一些关系式。对于 
总自由能和內能求微分，我們有 

+ BB dV , 


s 级 一 rsy + / [ubBdVn 

4 ?r J 

(3 Q . 3) 

这些量屬于单位体积的为/ 

p 


dF — - SdT + Cdp + } HdBy 

4 tt 


， dU = TdSV Cdp 4 - } H dB . 

4 rt 

(30. 4) 

除了 AC / 之外，我們也需要热力 学势： 


U - U -™, F~F ™, 

4 tT 4 t 7 T 

• 

(30. 5) 


这些热力学势的微分为 


dF= - SdT + Cdp -<m 

4 tt 

dU = TdS + Cdp- dH. 

4 tt 


(30. 6) 


在 BspH 的綫性关系下，我們可以写出全部量的最后形式为 


P)+ ^ ， F-Fo(T 9 p)-j ^ 




SrrfJL 9 


U ^ UoiS , / >)-^ ： , F = F 0 ( T yP ) g7r 


2 


/ mH 11 


(加 • 7) 


我們可以把功 Si2 ( 或者溫度不变时的 Sf ) 通过电流密度和磁 

* • 

場矢势表示成另一种形式。为此，假定 SB = rotSA , 幷写出 

(8^) J = ： l-jHrot 8AdV = 


^-jdivLH SA]dV 十去 JaArotHW 



§31. 磁 体的总自由能 

179 

第一个积分重新变为零，而从第二个积分得出 

• j 


(8^) r = ^Jj 8 A dV . 

(30. 8) 

由类似变換，可以得到/ 

1 



( S ^) T = 8 j dV . 

(30. 9) 


有趣的是，在宏观电动力学的数学表述形式中，电流 

——磁場 

源一 

一所起的作用类似于电場源的电势（但不是电荷） 

所起的作 

用 。 

把 (30. 8) 式和 (30. 9) 式与电場內的类似公式： 



. (欣) 尸卜< (兩 卹 研 

(30. 10) 


对照，就可明显地看出这一規則[参閱 （10. 13)，、（10, 14)]。我們看 
到，在这些公式內，电荷和电势，的排列次序与公式 (30. 8)、 （30. 9) 
內的电流和电努的排列次序相反。 • 

由于电場和硪場的热力学关系式（用場强和戚应强度表示）在 

〆 

形式上完全相同，因此，§ 18所求得的热力学不等式也可以直接移 
用到磁場上。特別是我們看到,由它們可得到不等式 s >0。 在电場 
的情况下，这一不等式沒有什么意义，因为它比根据其他理由所得 
到的这一条件要弱得多。但是，在磁場情况下，类似'的不 
等式 - . 

却是很重要的，因为它是对磁导率的可能値所加上的唯一限制。 

一 * 

§31. 磁体的总自由能 

在§11中，我們得到了电場內电介质的总自由能％的表达 
式。这个量的一个热力学性质是，总每由能的变化 f 出場源（电 
荷）不变时电場对导体所作的功。在磁場內，自由能 安起着 相似的 
作用，因为当場源（电鱗）不变时，自由能的变化給出对导体所作 
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的功。 

下$的推导过程和§ 11內的推导完全类似。我們定义《总” 
自由能¥为 、 

(3L1) 

式中资为磁化媒质不存在时場源所产生的磁場。括号內的“+”号 
[代替 （11.1) 式的“一”号)]是由于对眞空內的磁場而言，笋的値 

%-适，[翊 ( 30 : 7 )V ( 31 . i ) 銳概賴+■腑 ，& 

括流过电流而产生磁場的导体体积在內①。~ 

我們現在来計算磁場发生无穷小变化时；的变化（这时保持 
溫度不变，同时不破坏媒质的热力李平衡） 。因为 8 F = 

所以有 


= 一 ^ J (B8H — ^ 8 dV — 一 ^ J (H —• 给 ）—- 

一 2 ■ j" B(8H — 8^) dV — ~— J(B 一 H)(31. 2) 


引进場洽的矢势％在第一項內写出 

(H —玲 ）8 恐 = (H —— 

= div [ S 9 I ( H ,—] + S 9 trat(H — . 

但甚按照定义，場 H 和砮是由同一电流 j 所产生的，这电流在导 

体体积內的分布与其所产生的場无关（参閱§ 29), 也即是与周圍 

, • 1 • 

空間內是否存在磁体无关。因此， H 和给滿足相同的 方程: rot H 二 

/ * » 

= i ! Lj，rot 沿= kj ， 宁是 rot(H - 铪 ） = 0. 把 div [ S 3 t(H - 冷 ）] 的 
c c 


①在 S 11 內，我們曾假定 （11.1) 的积分是对整个空間进行的，其中不包括产生 
場的带电导体的体积。在那里所以可以这样作是因为在带电导体內不存在电場 r , 伹在 
#电流流过的导体內，存在磁湯，因此在計算总自由餌时不餌把它除去不考虑。 



31. 磁体的总自由餌 1 


积分变換为对无穷远表面的积分后变为零。 

由类似方式可以证明， （31. 2) 式內的第二 項也等 于零，因此 


S 云一/ ■ 

' 47 T 


[(B-H)8^c?F== - 


(31. 3) 


由此可見，我們所得到的 S 穸的表达式，和电場情况下8穸的表达式 
(11.3) 完全相似。特別是在均匀外磁場 恐內， 我們所得到的 
#的表达式和 （11. 5) 式$ 似： 

(31.4) 

式中 i 为导体的总磁矩。 ’ 

在这里我們不去重复进一步的計算，仿照§ 11內的公式，我 
們写出下面的一些公式。•在的綫性关系下，我們得到 


安 -， 0 ( F ， r ) -J 吾伽哪, 


(31. 5) 


特別是在均勻外場內, 


;一声0 ( F ， T ) —去氣慕 


(31. 6) 


在 B 和 H 为任意关系的普遍情况下，我們可以利用下面的公式計 

算妥： 




= j ( F - 惡-吾娜)此 (31. 7) 

§11內曾給出了电介质极化率很小时的簡化公式。由于上面 
提到的大多数导体的磁化率都很小，因此对磁場来說，类似情况显 
得特別重要。这时我們有， 

- 

安 — 吾 j ^ 2 dF . (31. 8) 

对磁場而言，也可得到与§ 14类似的結果。达即是指磁导率 
M 发生无穷小变化时所引起的磁体的热力学量的变化：这时假定 




(31. 7) 


t 
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场源不变。由&面所述可知，代替穸的变化（如§ 14內一样 ）1 我們 
現在必須 硏究# 的变化。我們在这里不去重复推导过程，它和 
(14. 1) 式的推导完全相似。于是得到下面的 結果： 

= J (3 L 9) 

§ 14內曾根搌上式作出 結論： 物质的电极化 率是 1 正的。伹 
是在磁場的情况下，却不能作出这样的推論，因为磁化率可以有正 
号，也可以有負号。这一重大差別的原因是，磁場的运动电荷系統 
、的哈密頓函数，不但包含場的綫:性項（如在电場情况二样)，而且诅 
包含場的二次項。因此,按照 （14. 2) 式，利用微扰理論求磁場內物 
体的自由能变化时，不但第二近似項作出貢献，第 — 近似項也有貢 
献。这时对变化的正負号不能作出任何一般的推論。例如在順磁 
体內，它取正値，而在抗磁体內則取負値。 

在§ 14內曾对导体在电場內的运动方向作出結論。从 （31. 9) 
式，也可以得到类似的推論。但是由于以大于1，也可以小于 
1 ,因此导在磁場內的运动友向不是一律的。例如在准均勻場內， 
順磁体（并>1)向場.强增加方向移动，而抗磁体 ( At < a >， 則向丑 

W 

戚小方向 移动。 

編 • 

§32. 电流系統的能 鼉 

我們来硏究通有电流的导体系統。我們假定无論导体或导体 
所在的媒质，都不是铁磁性的，于是处处 B = pH 。 接照<§ 30,导体 
系統的总自由能可用电流所产生的磁場来表示，即 

^ = 、 (32. 1) 

07T 

r • 

这里略去了常数麥 c ( 导体溫度保持不变)，因为它与电流沒有 
关系。 （32. 1) 式的积分对整个空間进行，旣包含导体的体袂，也包 
含导体外的空間。 # 
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这自由能也可用电流来表示，即表示为积分：* 

► 

^ ^ j A i dV (32. 2) 

[与从 (30. 2) 式化到 （30. 8) 式比較]。上式的积分只对导体的体积 
进行，因为在导体外 ， j = 0。 


由于場方程是綫性的，因此可以把磁場写成由毎一电流所分 
別产生的磁場之和的形式，这时假定其余导体內沒有 电流 ： H = 


=^ SH ao 于是，总自由能 (32. 1) 式的形式变为 

a a >b 

(32. 3) 

w 

式中 


菸 fla== n HaBa 狀， 


^a^^rfH a B d dF 

(32. 4) 


、（在穸的=尹如中，已考虑到 H a B 6 =^ H « H & = H 6 B a ， 式中 p 是空 

間各点处的磁导率)。量梦^可以称为第 a 个导体內的电流的本征 

•- 

自由能， 而梦以 可称为导体《和6的相互作用能。但是必須往意， 
只有略去了导体本身和媒质的磁性质后，这些名称才具有原来宇 
面的意义。反之，每一电流的場（因而其能量）也与其余导体的位 
置和磁导率 有关。 

(32. 4) 式內的量，按照 （32. 2) 式，也可用每个导体內的电流 


]a 来表示： 

• 

^aa = ay 



^ab = 士 f jaA ft dF a = 士 

C J c • 

m 

(32. 5) 


^ aa 內的积分，只对第 a 个导体的体积进行，而巧^可表示为两个 
表达式中任何一个的形式，其中积分分別对导体《或导体&的体 
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积进行。 


当电流密度在导体体积內的分布有一定規律时，値只与 
流过导体截面上的总电流强度及有关^这时与量夂成正比的不 
只是电流密度 i , 而且还有电流所产生的場。因此，整个积分穸^ 

〆 

与乃成正比。我們把它写成 ' 

« 

^ aa -^ L aa Jl 9 • (32. 6) 


式中的称为导体的_乎罕由类似方式，两电流的相互作 
用能与八入的乘积成正 ki * 



[cb'】aJ b* 


(32. 7) 


量称为导体的互感系数。由此可見，电流系統的总自由能为 

^ = -^^Z^aaJl + AS L ab JaJ b = 

u a a >6 



>」〉 、」 L a bJaJb ， 

a b 


(32. 8) 


这个二次式必須取正値的条件，对其中的系数値加上一系列 
的限制。_別是，全部的 A ^>0, 而 、 

LddJ^bb -^2 b - 

在导体为任意大小的 普遍情 况下，电流能量的計算要求求出 

♦ * I 

場方程的完全解，而这是一个很复杂的問題。但是，如果导体本身 
或媒质的磁导率可以假定等于1，那末問題可得到簡化。我們注 
意到，这时电流的能量一般不再依賴于导体的热力学状_态(特別是 
依賴于它的溫度)，因此，在上面得到的全部公式內所說的自由能, 
也可以簡单地指能量。 

〆 

、 当电流 i 所产生的場的矢势由 （29. 12) 式得出。因此， 
我們得到导体的自由能为 ’ 



§ 32. 电流系統的能最 
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^\\% dVdV ^ (32. 9) 

式中两个积分都舞对給定导体的妹积进行， 而及是 dF 和 dT " 之間 
的距离。由类似方式，两导体的相互作用能为 _ 

^\^ dV <^ dV ^ (32-10) 

式中沿是#个导体的体积元。： 

特別是两綫电流的相互作用能可以极簡单地計算出来。从体 
电流化为 （32. 10) 內的綫电流，只要分別用 Ja 礼和 J b d \ b 代換 
和就可得到，而且我們发現，互咸系数为 

因此，在这种近似内，只依賴于两迴路的形状、綫度和相互位 
置，而与电流沿导綫截面的分布无关。应着重指出，在綫导体的情 
况下，要得到这样簡单的式子，甚至幷不需要假定在我們 

角 - 

略去导綫粗度的近似內，导綫材料的磁性质一般幷不影响它們所 
产生的場，因此，也不影响它們的相互作用能。但是，如果导綫周 
圍媒质的磁导率 M 不为1，則控照 （29.15) 式，它簡单地使磁場的 
矢势値(同时也使磁感应）增加 P 倍。胃因此，相互感应系数也增加 

^ s i 一 

词样多的倍数，于是 

5 

* (32.11)- 

計算綫导体的互威系数則要困难得多。这問題将留待下一令 

参 

硏究。 、 

綫电流系統的总能量还可写成另一种形式。为此，我們再回 
_(32. 2) 的积分，在綫电流的情况下，它的形式为 

: ^ f = ^ c ^2Jaj>Adl ay (32.12) 
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式中 A 为第《个导体無刃 a 点处的总場的矢势。从( 32 . 2 )式变換 
到 (32. 12) 式所引起的主要誤差，在于略去了导綫橫截面上的場变 
化（包括％流的本征場在內）。 （32. 12) 內的毎一迴路积分可以变 
換为面 积分： ， 

(|) Adl a = J rotA*rff a = 

也即是它代表_过第《个电流迴路的磁感应通量（或者一般称为 
磁通量）。我們用屯 z 表示这通量。于是 

^ (32. 13) 

、 、 ' 

由类似方式，外磁場內綫电流 J 的自由能穸,也即是不包括場 
源本征能的能量，可用磁通量来表未,显然 

: ，=丄抓 （32.14) 

c 

式中 O 是通过电流 J 迴路的外場通量。如果外場是均勻的（而在 
媒质內，則中=给[淑。按照 （29. 18) 式引入电流的磁矩，我 
們得到％=瀵给。 、 

知道了电流系統的能量与导綫綫度、形状和相互位置的关系 
式后，由簡单地对相应的坐标求微分，就可求出作用在导体上的 

' t 

力。但是这时发生的問題是，取微分时必須假定电流的那种特性 
保持不 g 。 最方便的是保持电流不变进行計算。但是在这种情况 
下，量赛表示自由能。因此，在广义坐标3“上”所作用的广义力 

F 疫为 


导数的下角标表示，取微分时保持电流强度和导体的溫度不€ 
因为在自由能$我們略去了与电流无关的不变部分，因此，穸和^ 
只相差一个正負号，于是 
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A — (脊 从勢，（ 32 ] 5 ) 

(在这里和下面，为了簡单起見，我們略去了导^的下角标 T )。 
特別是，导体的本征磁場作用在导体上的力由下式 得出： 


1 ndL 
2^ J ^ 


(32. 16) 


式中 i 是导体的自躋。从下面所述可以預先看@些力的作用的 
特征。当电流强度（和溫度）保持給定値时，量#趋近于最小値。 

I 

r f 2 ， 

因为在現在的情况下，牙=一$,因此这表明作用在导体与的力 


趋向守使导体的自咸系数增大。但是后者是长度量綱的量，因此 
与导体的綫度成正比。由此可見，在磁場的作用下，导体的体积 
增加 。 

,对于在外磁場內流，我們得到① 

篆二—穸 =—J 氙 (32. 17) 

在上面得到的全部能量公式內，我們假定了磁感应强度和磁 
場强度之間存在綫性关系。在这神关系为任^形式的普遍情况 
下，可以建立类似的微分关系式。場发生无穷小变化时所引起的 
自 由能变化（保持溫度不变)，按照 (30. 8) 式为 


或者对綫电流而言， 


83^ = — \ J a c£) 8Adl a * 

C a ^ 


其次彡如同从 (32. JL 2) 式变換到 (32.13) 式一样，变換后我們 得到. 

①在这里[与 (31.6) 式比較]泫有因子1/2是因为 （32 15) 式內电流的碓矩是 


一个常数，与湯无关。而且 (31.6) 式內出現的磁体本身的磁矩只能在昜的作用下发 
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83^^ -^ 


(32 - 18) 


a 


由类似方式，从 (30. 9) 式求得 






(32. 19) 


由$可以說，对于綫电流系統而言，穸是对于磁通量的热力学 
势， 而芬是 对于电流强度的热力学#，而且这两种势的相互关系 
式为 ， 






1 


^ ]J a 中 a- 


(32. 20) 


a 


由此可見，对于物质的任何硪性质，下面的热力学关系式都正确: 

1 


1 T 3穸 

一 ^ a = -x - 

c d < P a 




9 J ^ 


(32. 21) 


如果把这些公式应用到綫性关系的情形中，即当穸由 （32. 8) 
式得出时,,于是我們得到 \ 


中 a = - > \ L ab J b : 


• (32. 22〕 


b 


由此可見，威应系数是磁通量和产生磁場的电流强度之間的比例 
系数。乘积^^是电流 手 a ) 所产生的通过电流迴路人的磘 


通量，而是由电流 j a 所产生的通过同一迴路的磁通量。 


§33. 綫导体的自感 

在計算綫导体的自威系数时，不能完全略去导綫的粗度 ： 如我 

> ■ 

們在計算两个导体的互感时所作的一样。这样做之后，从 (32. 9) 
式，我們得到自感为 


A- 


§3^.: r 嫌导体的自感 


式中的两个积分对相同的迴路进行；佴是达积分当丑― 0 时是对数 

发散的。 ’’ ' 

导体的自咸的精确数値，取决于导体內电流的分布状态；电滩 
的激励方戎不同，电流的分布也不同，卑即是它随电动势加到导体 
上的方式而变化。但在綫导体的情况下，在相当大的 精确程 度上， 

:自威幷不依賴于导体截面上的电流分布規律①。 

我們把自感写成相加的形式:此处的4和石< 是 

-• • 

分別由导体內和导体外的磁場能所引起的 p 在綫导体內,自感的 
主要部分是‘‘外”部分厶。这是因为閉合綫路磁場能的主要部分 
是在离导体很远(与它的粗度比較)的場內。实际上，无限长的齔 
导綫每单位长度 i 的能量由下列积分得出 

~tr\ a ^ 2rrrdr = 

• * • ’ « / 

为至导綫軸的距离，叫是外部媒质的磁导率）。当 r 很大时，达 

积分是对数发散的。当然，对閉合綫路而言，这种发散性木存在， 

• 、 

因为积分在与綫路綫度同数量級的距离上被“切断了”。将上面的 
积分乘上导綫的总长度 G 幷取 Z 値为上限（下限等于导綫的宇徑 
V ),我們得到能量的近似値为 

丄. 

• c 1 a 

〆 

由此得到自感为 ' 

03. 1) 

广 a ； 


①更精确地說,它不依賴于电流分布，只要这时电流密度只 ft 与导綫祖度 a 相 
•战的距离上有重大变化 o 但是，如果电流的分布为：在小于这的距离上，电流密度也 
有重大变化 C 如由于特殊原因：在趋肤软应和超导体內发生的倩况)，則导綫的自感也 

发生变化。 • 
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大家知道，这个式子具有海数精确性，它的相对誤差为一^的数 

- O 

秦 1 

量級，而比値^在假定它的对数大时也一样大®。 • 

a . 

綫圈（蜾旋管）是綫导体的一种特例，它是用导綫繞成螺旋形， 

I 

而相_两匝的距离极其接近。如果我們略去导綫的粗度和相邻两 
匝間的阪离,我們就簡单 地得拜 一个柱形导电面，共中有“表面”傳 

导电流流 if 。 适合导体內的方程 rotH = i ^ j ， 在这种情况下，可 

c 

• • • , 

鮪单地代以边界 条件： • 

[ n , H 2 - Hi ]=— g . (33. 2) 

c 

式中 g 是面电流密度，氏和 H 2 是螺旋管表面两边的硪場强度，法 

碡 

綫 XI 指向媒质2的內部[此較 （ 27 . I 4 )式的推导]。 、 

如果蜾旋管是无皞长的柱体，那末求出这种螺旋管所产生的 
磁場是非常簡单的。表面电流是环流的，而电流密度为此 
处 J 为流过导綫的电流，而 n 为缧旋管单位长度上的匝数。柱体 
外的磁場为零，而柱体內的磁場是均勻的，指向柱体軸的方向，幷 
等于 ， 

c . 

% 

实际上，在导体面外的全部空間內，这磁場显式地滿足方程 divH = 
= 0和 rctHiO 以及表面边界条件 (33. 2) 式。 

与此相应，柱体单位长度上的場能为 

r • 

* 

上面所指出的自感不依賴于 / 电流分布的脫法，实际上不伹達用于近似式 
(33. 1>,而且也途用于計及不包含大对数的項时以下的近似（这相当于在对数宗董內 

計及^■前面的系数 V ,参閱本节的例題。 1 
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> I !■■■■-> ■ _ ■■■■ ■ ■ ■ 

$ 

0 为柱体半徑;屬于充滿螺旋管內的媒质略去两端的場畸 
变， 也可以把这个公式应用到有限长度 K 与 b 比較）的螺旋替上 6 
于是我們得到自威为 \ 

h — 4： ir z n z b 2 h / Jb e = 27 rfju e nbly (33. 3) 

式中 i = 27 r & nfc 是綫圈內导綫的总长度。与未纏繞的同样长导綫 
的自威比較，螺旋管自感的增大[此較 (33. 3 X 与 （33. 1)] 是距离很 
近的綫匝之間存在互感的自然結果。 


例 題① 

1. 試求圓截面的閉合細导綫的自感。 

解，可以认为导綫內的磁場和无限长直柱体內的磁場一样，設为 

ca 2 


至导綫軸的距离，《是导綫的半徑）。由此求得自感的內部份为 


式中 Z 为閉合导鞞的长度。 

計算时注意到，細导綫外的場与导綫截面上的电流分布无关。特別 

1 

是， 如果假定电流只在导綫表面流过，則外磁場的能量不变。但暴，这时 
在导綫內部， H == 0,因此，可以从 (32. 2) 式算 m 作为总能童的能量 

由于假定电流沿表面 分布， 因此在这个式子內的积分，实际上变成沿导 
綫軸綫进行的綫积分，于是求得自感的外部份为 ‘ 




此处被积式內的 A 値取在导体的表面上。在变換到这式子时还必須注意到, 
在我們所考虑的近似下，导綫圓截面周长上的磁場是不变的。 


①在例題1 —6 中，假定媒质的磁化率为心= 
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其次，因問題已归結为 A| rMO , 因此我們对电流的分布再作，个假 
設：假設全部电流都在导綫的軸綫上流过。在所考虑的近似下，导綫表面上的 
場値,幷不闶这一假定而改变(在圓截面直导綫的情況下,它也完全不改变)。 
于是，按照 (；! 9.14) 式，我們有 



式中 B 是从导綫的軸綫元:别至其表面一定点的距离。把积分分为两部份， 
部分別相应于和 B<A； 其中 A 为小于电流迴路綫度而大于导綫半徑 d 
的某一长度①。在积分区域为的积分內，可以略去 a, 丼把 i2 簡单地理 


解为电流迴路上两点間的距离。在区域为的积分內，可以假定矢量积 
分的方向为迴路某一点处的切_方向。用示这方向上的单位矢量，我們 


• 写出. 

= 2tArsil ^ 2 tln v 

这个式子可以重新写成下列积分的形式： 

*4 






dl 

百， 



式中的 B 仍理解为电流迴路上两点間的距离 c 由此可見，与12>4区域內的 
积分相加，就得到下列表达式： • 




从这式子內已消去了任意参数 A， 这正是应該的。 
于是，最后得到 


-II ^ 

R> % 


⑵ 


①类似方法曾应用到§ 2例題4計算 細圆环 的电容 a 
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这里的积分遍及迴路上其距离超过 j 的所有各成对的点。 

2. 試求圓截面导綫（半徑为 《) 作成的細圓环(半徑为 &) 的自感。 

解.例題1公式⑶內的被积式只与圓环上的弦 B 所張的中心角*有关, 

而且 B = ^ - dt f cos 9o 因此我們得到 


L 


2 J CQS9 - 2?r ^ - 4 一 n n tg 朁一 2 cos $ ■ ， 


2 & sin ， 


2 - 


积分下限由 2 & sir ^ = 皆定出，由此得9。兰《/ 2 &。代人这个値，丼与〜= 

= irb M< 相力卩，就得到滿足所需的精确度的数値为 • 

% 

i = 4^ rb ( ln 警 - 2十 〒)• 

特別是当 Mi = 1时， 


i = 47rb(ln 专 - +)• 

3•設圓环导綫內通有_ 流/ 試求圓环导綫(叫=1)在这电流的磁場作用 
下的伸长。 ' 

作 闬于导 綫軸上幷与导^軸垂直的內应九按照 (32. 16>式，分別由 
下式求出： 


, J 2 dL 


■ 丄 = 


J 2 dL 
2 c^da ' 


代入前一題內的 i 値，我們得到 


J 2 


^■arc 


.( h H )， 


J 2 


a 丄 




由此求得圓环的相对仲长为① 

警 = 2_) =^jy( in ? _： f + 2，ra 

CE 为楊氏槙量， o * 为导綫材料的泊松系数乂。 


4.試求由圓截面（半徑为 a 和& )的雨平行直导綫 Ui = l) 所組成的双导 
綾每单位长度上的自感，兩导猫的軸綫相距 A ，而且导綫內有大小相等、方 
向相反的电流 J 流过（图18)。 


①参開“連级介质力学”第二版，第二部份\ 
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m is 

m . 毎一电流的磁場的矢势方向与导綫軸 卒行， 因此两磁場的矢势可以 
簡单$代数相加。于是我們得到电流均匀分布的导綫1的磁場（用柱面 
坐标表示) 为 ‘ 

c ~^y 当， <( *， 

°^ i ^ 2in i：y 当 r>a 


式中 c 是任意常数;在导綫边界上，為是連續的。用&代替 a ,幷改变/的正 
負号，就得到导綫2所产生的磁場的相似公式。在 (32. 2) 式內/对导綫1的 


截面面积进行积分,得到 



<7 -1 - = 


2 c 2 va z 


0 2 IT 

Hi 1 


+ ln 


h 2 + r^ — 2fcriCosgp 


\ T \ d ^ dr \ 


对导綫 2 的截 ® 进行积分，得到箱同的表达式，只是其中用《代換了 &。 
此,所求的双导綫单位长度的自感为 


因 



5•試求超环面辨旋管的自感。 

解.我們把螺旋管看作超环面形的导电面，面內流过的面电流密度为 

NJ 

0V 为导綫的总匝数， J 是其中的电流，所取坐标和綫度如图19所示）。螺旋 


铁导体的自感 
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S 19 

管外的磁場为 H e = 0,而螺旋管內的磁場为 

Hi 产 Hi Z = 0, 

”. 2NJ 


O , & 9 为 样面坐 标）。实 际上， 这解滿足方程 divH = 0, rotH =0 以及&界牵 
件 (33. 2) ①。螺旋管內的磁場能为 


11 ^ 


N 2 J 2 C zdr 


积分对圓环截面的周界进行，按照 ir«b+«COS0 引人 e 角后,这积 
分很容易进行 。結果 得到自感为 . 

^ L = 4^(6 7 v / b 2 ^ ^ ). 、 • 

6. 試求柱形螺旋管两端附近的 ^ 畸变所 § I 起的对柱形螺旋管自感公式 


(33. 3) 的 j 为一次的改正値 = 


解. 算出螺旋管的自感为对它表面的重积分: 




式中 * 是面电流密度 (g = W )。 采用柱面坐标表示为 


h h 2 - 

、 J j 


cosqp dip Az \ dz * 


t 0 +4b 2 sin 2 

\ Z (h— T)cos9p d<p df 


8^^ 


ii 7 


f 2 +4 b 2 sin 2 


①' 这式子对非圓形的任意截®的环形蜆旋管，也是逄用的 
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(9 为通过 d / i 和 d / 2 的对角面間的夫角）。 

.对沿逬行积分，当 7 i » fc 时，我們得到 


L ^ Sfrb 2 


" 2 L 


kin- 


一 fc + 2 6 si 


bsin 


n *~-^ cos ^ ciy . 


裊后有 

L — 4 w 2 b 2 n 2 ^ii — J * 

7 . 如果将平面迴路放在磁导率为 Me 的半无限媒质的表面上，試求平面 
後路自感改变的译数。我們略去导綫自感的内钵份。 .. 

m , 从对称性看出，媒质未存在时，电流的磁場对迴路平面是对称的，而 
磁力綫与这平面垂直相交。令这磁場为 H;。 如果在空的半空間內，我們令 

H 士 而在媒质內> 令 B =H = 則我們就可以使半无限 

Me 十丄 Me 十丄 

媒质表面上的磁場方程和边界条件得到滿足。实际上，这一点保证了 和 
H t 在边界面上是連績的，而将 H 沿任何力綫循环一与 Ho 沿相同路綫循 
环一周相等。由此得出結論，弓I人媒质后，总場能,冈而也卽是綫路的自感都 
嫩 n 

jnY ' 

Ma + 1 怡 0 


§34. 磁場內的力 

要求出磁場內物质上所受的力，由午它和电場的情况完全相 

似，因此我們几乎不需要进行新的計算。这种相似性首先是因为 

.■ • • 

• 磁場內热力学量的表达式和电場內的表达式不同的 堆方， 只是分 

別用字母 H ， B 代替了字母 E ， D 而已。在§ 15內計算应力張量 

• * • * .. 

时，我們曾經利用电場是一势場（匕是从方程 rotE = 0 得到的結 
果 X 佴磁場滿足 方程： 

rotH =—- j , (34,1) 

c 

这方程只当傅导电流不存在时才变成 rotrt = 0。 但是，計算应力 



張覺时，一般总是假定 j = 0 o 因为 j 含有磁場的导数，因此在計算 
应力張量时所以計及电流，表明在应力張量 era 內； to 入一个磁 
場的不均勻性所引起的无限小改正項（比較93頁的底注）。^ 

这样一来，在§§15和16內所得到的应力張量的全部公式， 
就可以直接移用到磁場上。.例如，在 B - 的綫性关系下，在流 

体媒质內，我們得到 • 

W • 

’ <34.2) 

根据灸 =^,由此可以算出体积力。如果媒质是导电的，幷 

且有电流流过，則計算工作和§ 15的¥同处，只在于以方程 (34. 1) 
代替方程 rotH = 0 o 

把 (34. 2) 式微分，幷考虑到恒等式 divB = div (/ xH ) = 0, 我們 
得到 . 

卜一 ▽仰十 I ▽[心 (器 乂] 一 I w — 盖▽丑 2 十 


+£:<hv)h/ 


但是，由熟知的矢量分析 公式： 

* 穿 

(HV)H = ~ gradJi/ 2 — [Hrot H] — -^-grad il 2 jH ]， 

\ # ' 

因此最后有 


i— — Vp 0 + [H 



Sir 


V /4 + 


+ 上 [ jH ]. ' (34.3) 

c 

t 

与类似的公式 （15. 12) 比較， _ 这里多增加了一項（最后一項）。 
但是，如果认为这一項的出現表明，在物理上可以从 f 內将傅导电 
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流所引起的力与其他的效应区分开来， T 这却是不正确的。間題在 
于，由于方程 （34. 1), 我們不可能将电流 j 与場的不均勻性分开， 

而磁場对坐标的导数也包含在 （34. 3) 式的其他項內。因此，当物 
贞的磁导率显著地大于1时， （34. 3) 式的各項，一般說来为同一数 
量級。 / • 

但是如通常的惰况一样，若/接近1，則傳导电流存在时， 
(34. 3) 式內的最后一項对力作出主要貢献，而其余各項与它比較， 

都不过是很微小的修正。于是計算磁場內的力，可以假定 
因而簡单地我們有 

(34.4) 
c* 

(- Vpo 这一項在这里和下面，我們都不感 兴趣， 因此把它略去了)。 
当 A =1 时,物质的性质一般对磁現象无任何影响，因此，磁場內力 
的表达式 (34. 4)，无論对液态导体或固态导体，都同样适用。于是 
#用在磁場內通有电流的导体上的总力，由下列积分得出: 

F = iJ [ jH ]^ F . (34. 5) 

当然，直接根据熟知的洛倫茲力的表达式，也可以非常簡单地 
得到 （34. 4) 式。磁場內靜止导体所受'的宏观力，不外乎是由微观 
磁場 h 作用在导体內带电粒子上的洛偷茲力的平均値： 

1 - 

f [pv -hj. . '• 

但是，若1，則磁場 h 和平均磁場 H 相等，而平均値 pv 和傳导 • 
电流密度相等。 

当导体运动时， （34. 4) 式的力就对导体作一定的机械功。初 
看起来好像表明，这和洛偷茲力对运动的电荷不作功有矛盾。/实 
际上，当然不存在任何矛盾，因为在运动的导体內，洛倫茲力所作 
的功不但包含机械功，而且也包含导体运动时导体內所感应的电 


§ 34. 磁場內的力 
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动势所作的功，这两种功大小相等，而正負号相反（参閱第284頁 
上的底注）。 


在 (3 毛 4) 式內， H 是外电源和受到 (34 4) 式的力所作用的电 
流本身所共同产生的磁場的眞实値。但甚从 （34. 5) 式計算总力 
时，我們可以把 H 簡单地理解为是通有电流的导体所在的外磁場/ 


該导体本身所产生的場，由于动遢:守恒定律，对导体所受到的 
总力沒 肴貢献 V • 

对綫导体而言，力的計算尤其 齒单。 物质的磁性质一般不重 

要;如果在煤质內1，則作用在綫导体上的总力由綫积分 得出： 

> % 

F = [辺玲 ]• (34. 6) 

这个式子也可以写成对电流迴路所圍成的面积的积分形式。按照 
斯托克斯定理， 用算符 [ dfy ] 代替 dl ， 我們得到 




其次写出 


[[<ZfV]^] = — di div ^ + V(df^) = 

’ • = — d!f div [^f rot §]+(^ZXV)§. 

但是 div^^O, 而在电流外的空間內， rot 焱= 0, 于是 

• F =^ J ( cifv )^ (34. 7) 

特別是，在准均勻外磁場內，可以将參和算符▽从积分符号 
下取出。再按照 （29. 18) 式引进电流的磁矩，于是我們得到必然的 
結果： 

F -( JfA )©.. ^ (34.8) 

因为在这式子內，4是常数量，因此也可以把 F 写成 ' 

• F — (34. 9) 

[这和电流能量的表达式 （32. 17) 符合一致]。在准均匀場內，电流 
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所受到的力矩，容曷证明等于普通的 式子： 

K =[^]. (34. 10) 


例 題 


試求电流为 J 的直导綫上所受的力,假輝这_綫平行于半徑为《的无限 
长圓柱导休（磁导率为 a )，幷且至柱体軸的距离为 Z 。 i 

由于 i 6 D 頁上所指出的平面靜电学与靜磁学問題間的对应关系，改 
变題3的解内的符号，就可求出电流的磁場。柱体周圍空間內的場， 
和眞空內的电流 J 与分別通过2点和 W 点（参閱图 11) 的电流十，和一 /' 
所产生的場相等，而且 




m + 2 - 


柱体內的場,則与通过0点的电流 

J" 


J 


2 




+1 


所产生的場相等。于 S 导体单位长度上所受的力为 


F 


JB 


迎(. 




27 2 a 2 (M — 1) 


e 2 \OA VO, J 6(b 2 — a 2 )(M + lW 
由类似方式，可以求枵（参閱彡7中的例題 4) 通过磁性媒质內的 柱形小 
孔的导猫被吸向最近的小孔表面的力为 


F 


2J 2 b(jA 一 1 ) 


o 2 _b 2 )( M + l)c 2 . 


§35. 迴轉磁現象 


沒有外加磁場时物体（非铁磁体）受到磁化的可能性，由于要 
求对时間变号的不变性，受到很大的限制。例如，有許多物休，虽 
然&有外加电場，但由'于受到形变，也可以发生电极化現象（压电 
体乂但是，“压磁現象”即使存在的話，也是非常稀少的現象（参閱 
§28末），而且在任何情况下，都不会发生在沒有磁性結构的物 
体內。 

沒有外加磁場的磁化，一般說来，要求使物体发生运动。当 


§35. 迴轉磁現象 



然，由于’伽利略的相对性原理，知速运动不会得出什么結果 。 伹勻 
速轉动却可以引起物体的磁化，这种磁化与角速度 n 成綫性关系 

(称为竽，萃毕）。矢量 w 和 n 之間所以有这种关系，是因 
为时間 _变»^两_ 者& 改变正負号。 因 为两者都是軸矢量，因此在 

各向同性物体內，这种相依关系也可能存在（这时归結为鹰与 n 

I 

之間的簡单的比例关系）。 


除了这种效应外，还应該存在相反的效庳，即自由悬挂的导体 


受到磁化时应开始轉动（爱因斯坦7德，哈阿斯效应）。在这两种 
效应間存在簡单的热力 〜 
大家知道 '在 与物体一道轉动的坐标系內，物体的自由能 


是相对于角速度的热力学势（保持溫度和物体的体积不变）。这时 


物体的动量矩 L # 于 • _ 

¥ 3穸， 

--- 

dn 


(35. 1) 


描写迴轉磁現象，是在向凼能內加乂一个附加項，这一項代表 
自由能展幵成 n 和导体毎点处的磁化强度 W 的幂級数內的第一 
項，这一項旣包含有 n ， 也包含有这一項是 n 和 i 的綫性項， 


即其形式为、 


3^ { 


遇轉趙 


一 | >= — 


(35. 2) 


式中 Xa 为恒定張量，在普遍情况下不是对称的。 

被照 （35. 1) 和 (35. 2) 式，物体由于磁彳七所得到的动量矩与物 
沐总磁矩的关系为 

(I 遇轉曲 ） i = 

通常代替 Aa 是采用由下式定义的逆張鼉： 

I 

2mc A _j 

{7tio = ^~ 八 y 


①参閱“統計物理学”第三版，§26 
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C e 和饥是电子的电荷和质 量）； 无量綱的量 sra 称为迴轉磁系数。 

• • • « « 

于是 1 

(35 - 3) 

另一方面， （35. 2) 式指出，从对磁性质的影响来說，物体的迴 
轉等效于場强沩或場强为 

— ~~ Qh \ (35. 4) 

6 


的外磁場的作用。因此在原則上，我們能够算出由迴轉所引起的 
磁化。例如，若物体的磁化率很小，則物体所得到的磁矩与物 
体的形状无关，而等于 ^ 




2mc 

e 




公式 （35. 3) 和 （35. 4) 分別对应于爱因斯坦-德 • 哈阿斯效应 
与巴尔涅特效应。我們看到，这两种效应由_一張量 sra 决定。 

〆 v 


第五章铁磁性 

§36. 居里点附近的铁磁体 

铁磁体的磁性质和铁电体的每性质之間/ W 着极深刻的相似 
性。在宏观体积內，两者都具有自发极化一磁极化或电极化。 
在两种情况下，当溫度改变时，在第二种相变点（居里点）处，这种 
极化都 消失。 

但是铁磁現象和铁电現象之間也存在重大的差別，这种差別 

I 

是由于引起自发极化的微观相宜作用力的性质有所不同。在铁电 

体內，晶体点陣內分子間的相互作用完全是各向异性的，因而自发 

极化矢量与晶体內的一定取向結合得相当牢固。但在铁磁体內， 

0发极化的发生基本是由于原子的交換相互作用^这种相互作用 

一般与总磁矩相对于点陣的取向无关①。誠然，除了交換相互作 

♦ 

用外，在原子碰矩之間还存在直接的磁相互作用。但是这种相互 
作用的效应为为原子速度），因为原子磁矩本身包含有因 

C 

子丄。屬于这一类相互作用的，还有原子磁矩与晶体点陣的电場 

C 

的相互作用。所有这些相互作用（由于其中出現因子士，可以称为 
“相对論”的相互作用），都比交換相互作用微弱得多，因而只导至 


①大家知道，交換相互作用是由于粒子系铳的波函数对彼子換位具有某种对称 
性而产生的特別量子效应。波函数的換位对称性以及交換相互作用，只与系統的总自 
旋有关，而与其方向无关（参閱“量子力学” § go )。 交換相亙作用在铁 a 体中的作用是 
由 IOI. 弗兰克耳， r. 多尔夫琴和 B. 金茲堡最先指出的（1928)。 
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晶体能量极微弱地依賴于磁化方向 ® 。 

因此，铁磁体的磁化，在第一近似下，也即是相对于基本（交 
換）相互作用而言，是一个守恒最。这种情况給予下面所闡述的热 
力学理論以更深刻的物理意.义，在热力学理論內，磁化强度 M 被 
視为自变数，它的实际数値（作为溫度、場等的函数）以后可从相应 
的热平衡条件求出。 ' 

我們用少。表示 H = 0 时物质的单位体积的热力学势，幷将它 
看作自变数 M (和其他热力学变数）的函数。現在我們暫时忽略 
相对論的相互作用，也即是只考虑基本的交換相互作用。于是，❿ 
只是矢量 M 的絕对値的函数，而不是它的方向的函数。 

为了得到磁場 H 不为零时的热力学量，我們从下列关系式 
出发： 

30 1 H + 4ttM 

- =一 - is =- •• 

3H 4tt 4tt 

保持自变数 M 的 値不变 （幷考虑到 H = 0 时，丕= 0 = 0。)，将上式 
积分，我們得到 ^ 

^ = (36. 1) 

07T 

由此得到热力学势少为 

= ^+ ^ = O 0 = +T^—(B-4ttM) 2 . (36. 2) 

4.7T 07T OTT 

如果忽略铁磁体的磁各向异性，当然，矢量 M 和 H 的方向 相同； 
因此，在 (36. 1) 和 (36. 2) 式內，代替矢量本身，可以写出它們的絕 
对値。 

①相对論相互作用与交換相苴作帀的比値的数量級由下列比値得出： 

u 各向异性 

式中？7各触性称为物质单位体积的磁各向异性倘（参閲下一节)， iV 为单位体积內的 
原子数，@为 居里点 温度。这比値通常为 10-4 一 101。- 
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在居里点附近，•磁化强度亚很小。仿照第二种相变的普遍观 

論®,我們把中0(夏)展开为这小量的騷級数。在各向同性函数展 

开为 矢量见 的幂級数內，只包含偶次幕 的項： ' 

A 

a n ) ■ O m jri TtM Jul /"0/> o \ 




(36. 3) 


式中 < t >00, a , b 只是溫度（和 压强） 的函数。 

i 

\ 居里 点^ 由系数《等于零定出，而且时， a 〉0, 
yc 妙时，。在 居里点附迪，可以将函数 a(T) 展开为差値 
Crv 0) 的菘級数/即写为 ' 、 

a ~ a ( T — 0 ) , ( 36 . 4) 

式中《是与溫度无关的个正量。在居里点附近，系数&是正 4 的， 
幷可以代以‘它在时所取的値。、 、 

当丑= 0时，在居里点以上，即 a>0 时，热力~学势的汲小値扣 
应于 M=0, 也即是不存在启发极化。在居里点以下，I的 値由下 
列条件求出 

H = [ a (T — (H>)+6M 2 ]M = (X 
屯的最小値相应于方括号內的式子变为零，由此得到 


31 ― 


(m 


(36. 5) 


由此可見，在趋近于居里点时，自发磁化与成正比地咸小。 

和任何第二种相变一样，在居里点处 ( H 二0时）的轉变， # 伴随 

有热容量的突变。略去见的高次幂，我們得到熵为 

• 。 3^ 0 M 2 da Q 

9 T 


2 2 T 


① 参関“絃訃物理学”第三版，第十四章 d 

② 相的这种温度关系，发生于所有巳知的铁磁体內，虽然在热力学上不； el 必然 


的 
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在非铁-相內，而在铁磁相內， M 由 （36. 5) 式給 
出，于是 * 、 

‘ ^二沒 00 +|^(r-0). 


由此求得热容量 = •的_变値为 


AC P = 


a 3 ❺ 


(sa g ) 


d < t > 


現在設丑妾0。于是确定磁化的条件变为 

a(T-©)lf + &lf 3 -H. (36. 7) 

我們定义磁化率为 


从 (36. 7) 式，我們有 

9 M 

9 H 


%= df) fl .o 


CZ 7 —©) + 36M 2 ] = L 


(36. 8) 


在居里点以上，当丑= 0时 ，M = 0, 于是 
• 

. 、入一 aCT - e )， 

也即是我們得到順磁性，它的磁化率与成反比（称为—早- 

吁-亨 #)。 • • • 

_ 里点以下，当丑= 0时，见由 （36. 5) 式得出，于是我們 


得到 


% 


2a(e-T)" 


(36. 9) 


应該記住，这个量不是一般意义上的磁化率（即I 与之間的比例 

/ - 

系数），因为当丑= 0时， M 妾 0 ①。 . 


①从定量方面說， （36. 8)， （36.9) 式，在 xSl 的区域内，•只是对 S ： 方系的晶体是 
正确的。对单軸晶体还必須考虑到所請各向异性能量(参閲 §37), 在这种愔况下 ， /E 

与 Af 2 成正比，而当 Af 値很小时，可与 Af 2 比較，甚至超过 (36.3) 式內的 f 項。 
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•事实上，（ 36 . 9 )字的磁化率，只在居里点的紧邻近才达到1的 
数畺級。除去这个意义很小的区域，我們可以假定，磁化强 度巡在 
磁場作用下只有很微小的变化，而在溫度不变时，可以視为不变 
量。这也就是下一节将要作的假定。 

在这一方面，铁磁体和铁电体也有很大的差別，在铁磁体內， 

一般說来，甚至离居里点很远，也不是小値。这原因仍然在于 
原子磁矩比分子的电偶极矩小得多的緣故。 

§37. 磁各向异性能 

如上面已指出的，铁磁体的磁性所以是各向异性的 5 是因为其 

原子之間存在較弱的相对論相互作用。在宏观理論中，描写这种 

• * ► » 

4向异性，是在热力学势內引入相应的項——称为磁各向异性能， 
它依賴于磁化方向 o ’ • 

从微观理論出发，各向异性能的計算,需要应用量子力学的微 
扰理論，其中晶体的密頓函数內描写相对論相互作用的項代表 
微扰能量。但是不必进行这些計算，根据簡单的对称性，也可以得 
到这些式子的一般形式。 、 

相对論相互作用的哈密頓函数，包含电子自旋矢量算符的一 
定幂次的項一一一^次项和二次項，称为“自旋軌道”相互作用和自 
旋-自旋相互作用。因此，应用微扰理論时，自然地得到各向异性 
能展开为磁化矢畺方向佘弦的幂級数的罗式。另一方面，和热力 
学势中本身一 "样 ，各向异性能 U 各向异性 对时間变号也为不变量，但 
在这种变換中，磁化强度 M 改变正負号。由此得出，各向异性能 
必須是矢 fiM 的方向佘弦的偶函数。因此，在微扰論的不为零的 

〆 

第一近似下，我們得到下面的表达式： ^ 

t / 各 r 娜=|風爲， （37.1) 
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式中办 b 是无量綱的二秩对称張量，其分量为溫度的函数。在居里 
点附近， （37. 1) 式也可以視为各向异性能展开为矢量 M 的幂級数 
內的第一項，而矢量 M 在这一溫度区域內为一小量（但是应該着 
重指出，在其他溫度下，这一观点是不正确的）。由此得出，当 
—⑭时 ，执 趋向于不为零的有限値。 

在单軸和双軸晶体內，二秩对称張量分別有二个和三个独立 
分量，但是在現在的情况下，还必須注意到，二次的組合式，即 
+ 幷不与矢量 M 的方向有关，因而可以从各 

向异性能內消去。所以对于单軸和双軸晶体而言， （37. 1) 式总共 
包含一个或二个独立系数。 ， 

例如，单軸晶体的各向异性能可以写为 

〜⑽性=吾(奶+奶 ）=|^ 2 sin 氕 （37. 2) 

式中 <9是 M 和 z 軸之間的夹角，这里选擇2軸为晶体的主对称 
軸。如果常数5是正的，則在3軸方向磁化时，各向异性能为极小 
値；这个軸通常称为易磁化方向。^ 

如果 々 CO , 則易磁化方向在娜平面內;在这种情况下，自然 
可以把各向异性能写为 

t / 触 抽 (37.3) - 

这种形式和 (37. 2) 等效，但_中仍然对应于易磁化方 
向⑦。 （37. 3) 式在 哼平 面內是各向同性的。因此，在这种情况下， 
易磁化方向决定于重*次的項（参閱本节的例題1 )。 

我們現在来硏究单軸铁磁体的磁化强度与铁磁体內的磁場之 
間的关系。为明确起見，假定沒>0®。我們記住假定了 M 的絕对 

① .六角形晶系的鈷是单軸铁磁体'的一个例子，在这种鈷內，当温度为 -200 °C 
时戶变号,而亘 P 、0和 杉<0, 分別在这一点的 F 面或上面。在室溫下，0 = 4-2。 

② 当討論单軸晶体时，卽是指这种情况。 
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値与 H 、 无关，因而只須考虑矢量 IV !的旋轉。从对称性明显看出， 
矢量 M 在通过 Z 軸和 H 方向的平面內.（由于在各向异性能內未 
考虑高次項，这些項在平面內是各向异性的）；我們选 _这1 平 
面为 A 3平面，于是叶及各向异性能 的热力 学势等于① ' 

<!> =0。（见）+ 县— fHM . — -^―= 

2 07T 

: «O 0 Uf) + ^"SinV-ifa^sin(9+Z^cos(9) 

2 Q7T 

、 (37,4) 

M 对 h 的依賴关系由平衡条件胃=0求出，由此得 

b\ji0cob9 = H c oos0 — sin^. (37 - 5) 

对未知量^ r == sin 0 而言，这是四次的代数方程： 

(/sue - H ^ ra - e )^ hi e , 

» ■ 

当 $ 为奇次幂时，式中的系数不为零。这个方程或者有二个实根， 
或者有四个实根（而且都<1)。因为这些根 tIS 对应于函数枣(的的 
极値，因此，十分显然，在第一种情况下，这函数有一极小値和一极 
大値，而在第二种情况下，有两个极小値和两个极大値。換句話 
說，在第一种情况下，对应 f H 的給定値，有一个磁化方向。而在 
第二种情况下，对应于 H 的給定値， M 有两个不同的方向，其中一 
个方向（对应于$的极小値中的最小値）在热力学上是完全稳定 
的，而第二个方向（对应于5的极小値中的最大値)在热力学上是 
亚稳定的。 

. 取决于丑 a 和丑 S 値的不同，可发生这种情况或那种情况。当 

①在下面的討論中，对于各向异性能，我們利用 (37.2) 式。但是应該指&，以 
(37.2) 式为第一項的展开式，在实际愦况下，通常收斂性相当坏。因此，为了对現象作 
出滿意的定置描写，还必領考虑下一頊（卽四次項，对于六角形晶体，它与 sinW 成正 
比）。 • ， 
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这些参量逐漸变化时，若其中个极大値恰与其中一个极小値重 
合，就会从一种情况轉变为另一种情况。这时曲綫$(的代替有一 

极値点而有一拐点，即除了#为零外，二次导数^也变为零。把 


29 


9夕 


(37, 5) 写成 


H 


H z 




(37. 6) 


sinO co^O 

再对0微分一次，我們得到 

、 JL^_ 一_ H z _ 

sin s ^ — cosW 

从这两个式子內消去 A 我們得到 

H 3 - 

HJ + HX _ 

在 H s , 图上，方程 (37. 6) 給出如图20所示的閉合曲綫。这 
曲綫把孖奶丑$平面分成两部分，其中一部分可能存在亚稳定状 

〜暑 • 

态，另一部分則不可能。不必进行补充 的硏究 ，可以明显看出，亚 
稳状态不存在的区域是曲綫外的区域。因为当〜时, M 只有 

沿磁場 H 的一个方向是稳定的。 

亚稳状态的存在导至可能存在所 
謂-@$率，这种現象是当外磁場变 
^化^瘃的状态发生不可逆变化而 
产生的。因此，图20所示的曲綫表示 
磁滞的“絕对界綫”，如果磁場値在这 
曲綫以外，則在任何情况下都不会有 
磁滞現象发生 ®。 



①在这一章的釵述中，我們只限于硏究铁磁体的热力学平銜态以及其中的可逆 
ii 程。特別是我們完全不討論破滞現象的机构，这种現象和晶体的缺陷、样品.的內应 
力、多晶性以及其他原因有关 • 
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磁場强度 H 垂直于易磁化軸的状态 = H ^ = 0 ), 需要 

作特別的硏究，这时热力学势为 

^ = + (37, 7) 

. 07T 2 * 


如果丑則 o 只有一极小値一当 0= Y f 
度平行于磁場方向 Q 如果則当 


M M sinO = 


H 

J 


也即是当磁化强 

(37, 8) 


时 ，孓 有一极小艟，这相应于矢量 M 的两个可能位匱（在角度沒和 


7T -沒 下），它們对$軸是对称的 Q 由此可知，在这种情况下，有两 
个平衡状态，而且$的値相同，因而稳定程度也相同。 

. 这一情况是非常重要的，因为可能引起两“相”互相接触而存 
在。其中場强 H 相同，伹磁化强度 M (因而也是磁咸应强度 B) 不 
同。結果出現新的可能性,使物体的总热力学势戚小；物体的体积 

可以分成許多单个的小区域，在毎一小区域內，磁化有两个容許方 

•« * 

向中的一个方向;这些区域称为自发磁化区域或称为磁疇。实际 
上，确定铁磁体的热力学平衡机构，需要硏究整个的物体，幷考虑 
到它的具体形状和夫小。我們将在 S 39內再回头討論这个問題。 

我們現在硏究铁磁体的一小段，这小段比物体的总体积小，但 
大于磁疇的綫度。在这一小段內，磁場强度可以假定是不变 
的，我們用 M 和6表示按它的体积而求得的 M 和衫的平均値。 

和/^ 一样，磁化强度的橫向分量 f 也是不变的。在不同 

的磁疇时，纵向分量相差一个正負号，因而，在任何情况下，其 
平均値都不会超过1^4。同时还考虑到处处 = 于是得到平 


均磁烕应为 

〆 

B^H x (l+ 誓 ) ， B^Arr^M 2 二警 . (37. 9) 
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由达； 些式子，可以求出相应于单軸铁磁体磁疇結构的平均磁咸应 
値的区域。 

現在我們轉到硏究立方系的铁磁晶体。 它們的性质和单軸 
(以及双軸）晶体有重大差別。問題在于，由矢跫 M 的分 iS 构成的 
唯一的二次組合式是 JfV + M 纟 + H 之和，它对立方对称变換是 
不变式，幷且与 M 的方向无关。因此，在立方晶体內，各向舁性能 
展开式內不为奪的第一項不是二次項而是四次項。由于这一原 
因，立方晶体內的磁各向异性效应，一般說来，要比单軸晶体或双 
軸晶体弱得多。 

立方对称有两个由矢量 M 的分量所构成的四次不 变量： 

(MIMl +MIMI + MIM\) 和备 CMi 

但是这些不变畺:在現在的情况下不是独立的，因为它們相加之和 

是与方向无关 的量： 所以，立方铁磁体的各 

向异性能只包含一个常数（在所考虑的近似下①)，幷且可以写为 

+ MIM% + Ml Ml) ( 37 . 10 ) 

或者写成等价形式： 

+M%). ( 37 . 11 ) 

当冬时，对矢量 M 的三个位置 一 平行于立太体的三个 
棱(巧？ /， z 軸；晶向 [ ioo ]、 [ 010 ]、 [ ool ])， 磁各向异性能在数値上 
有相同的极小値。由此可見，在这种情况下，晶体有三个等价的易 
磁 化軸。 

① 以下的近似相应于六次項。在 wt 算六次的独立不变量的数目时，不伹应讀消 
去与方向无关的量 Af 8 , 而且也应該消去与四次不变式只差一个因子 M 2 的表达式•結 

果只剩下了一个不变貴，可以选擇为 

② 例如在铁內就存在这种愦 况。 
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如果則当也即是当矢量 M 

平行于立方体的四个空間对角綫的任一个时（晶向 [ ill ]、[ in ] 等 
等），磁各向异性能取极小値。在这种情况下，它們也就是易磁化 
方向。 

应該注意到，立方铁磁晶体，¥它的任何一个易磁化方向自发 
磁化后，严格說来，将失去它的立方对称性（由此原子发生相应的’ 
移动，即晶体点陣发生畸变）。在立方体的棱方向磁化的晶体，成 
为弱正方形的，而在立方体空間对角綫方向磁化的晶体，則成为菱 
面体。在这方面，立方系晶体和单軸晶体不同的地方，是它的易磁 
化方向平行于主对称軸；十分显然，在这个方向的磁化,不会改变 
晶体的对称性。 

硏究立方晶体的 M 对 H 的依賴关系，在原則上和上面硏究 
单軸晶体的方法相似。但是，由于数学方程更为复杂，因此要得到 
显式的分析式是不可能的，我們将不深入討論这一問題^ 

例 題 

♦ 

1.試写出单軸晶体的展开式內导至邺平 恼內的 各向异性的二 
次以下的項。 

g . 这个問題归結为求出由矢暈 M 的分量所組成的最低次(偶次)幂 
的独立組合式，这些組合式对晶体的对称变換是不变量，幷且所包含的 
和不是 + 之和的形式。在正方对称系內，有一个这样的組合式， 

可以选擇为 

' M%Ul 

[組 合式吾 ( 奶+对偷上面所指出的組合式一起，备出吾 ( 扣 + Mg )2 之和， 

因此不是独立的]。 - 

在六角对称情况下，邛平面內的各向异性 R 出現在六次項內，我們选擇 


①例如在銳內 
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六次的独立不变龃合式为 

» 

• =2M ， y (M 卜替 ' 

菱面体对称性容許有一个这样的六次項和一个四次的独立組合式，例如 

Tlf 

(M 沒 + iM v ) 3 十 （ 3^ — i3f y ) 3 ] = M x M z {Ml — 33^ ) • 

但是，求出哪平面內的易磁化方向（由于2^很小)，需要同时計及四次項和 
六 次項。 

, 2. 假設单軸铁磁晶体为迴轉橢球形状(其易磁化軸与迴轉軸相合)，放在 
外磁場给內,試求晶体具有磁疇結构时的命値区域。 

% 根据均勻外磁場內橢球的一般性质（§8)，对磁晴結构平均而得到的 
磁感应平均値玄和磁場强度 H = H 与恐的关系为 

nB z -h (1 — n ) H z = 

式中的为橢球主_方向 O 軸）的退磁化系数。令幷利用 (37. 9) 式， 
我們得到 ’ 

Hx== i +2； a -«3/? <4 V M2_ ，卜 

由此消去1^，求得所求的不等式为 

I ^ 3 /9 

(4 ： 7TJi)2 [ 运 + 2?r (丄 一 u) ] 2 ’ 

这个式子确定了磁疇結构存在的区域。 

3.試为强磁場內（丑》4«*於）的多晶体求出 X 寸各晶粒求平均而得到的平 

均磁化强度，晶粒具有单軸对我;性。 

解.設在一晶粒忾，6和0为县磁化方向分別与矢量 M 和芦所成的夫 

角 o 可以預先看出，在强磁場內， M 的方向将接近于 H 的方向，也卽是角 

， d < x > 

务二9 — +很 ， 在 (37.4) 式内写出 MH = MJI cos (沒一公），幷令导数 i 等于 


零,于是我彳門得到 


^ shxf . 


- fsin ^ os ,. 
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十分显然，平均磁化强度 平行于 H 方向，幷且等于 
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53 =M : 


M ^Mcos^ — I 办 2 」=- 2g2, sin 2 没 cos 2 沒 」’ 

式中的短橫綫表示对各晶粒求平均値。假定各晶粒的易磁化軸方向都是同 
等几率的，我們得到 

G W 、 
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由 itb 可見，平均磁化强度按定律泣-放〜#趋近于飽和0 

4. 所求与上題相同，但晶粒具有立方对称性。 

, 解. 当附加条件为 + MI +M 卜常数时,表达戎 

一县 (Mi+A4 + ) — （ Ht 队十 II y U v ^U z Uz) 

z *• 

肷极 小値的条件为 v 

• 2 % + — xM x ， 

2/B3 / y +Hy = \M.yy 

2 ml + H z ^=\ M z , 

式中 A 是拉格朗日未定因子。当 H 很大时，由此得 


M X ^ H X +^ H : 


+ …， 


XJ 2 TJ 

将这三个等式的平方相加，我們得到也卽是人兰财，于是求得 M 和 

H 間的夹角为 ^ 

^ sin 2 ^ = 

式中求和时循钚交.換下角标％ 从 ％縣这表达式对各晶粒的各种取向求平 
均植，等价于对矢量 H 的各方向求平均値。对确定 H 方向的球面角迸行积 
分，就得到后一平均值为① . 、 

①对于立方晶体也存在一个場区域，其中 3 f 丑大于各向异性能，但小于 4 ttM 2 。 
所 得到的公式在这里不能应用 ，因为 在推导 $ 时沒有考虑到在不同晶粒內由于磁化方 

向不同而出現的濞。在这种淸况下，页精确的硏究也导至定律+，但系数不同。我們 

不去詳細硏究这个問題，因为樽到的結果，由于目前尙不明白的原_凶，和实驗数据是分 
歧的。 
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§38. 铁磁体的磁致伸縮 

磁場內铁磁体磁化强度的改变，引起铁磁体发生形变，这种現 
象称为磁致伸縮現象。这种現象的产生旣和物体內的交換相互作 
用有关，也和相对論的相互作用有关。因为交換能只与磁化强变 
的絕对値有关，因而它的变化也只依賴于磁場內 I 量的变化。虽 
然，一般說来，后者非常之小，但是，另一方面，交換能本身却比各 
向异性能大得多。因此，两种相互作用所引起的磁致伸縮效应，在 
数量級上是可以相互比較的。 

这种情况存在于单軸晶体內。由于 M 方向的改变所产生的 

显著形变，发生在 H 〜 PM 的場內；在 H 〜4订災的場內，量见的改 

$ 

变成为主要的。这两个区域实际上是相合的，因此，硏究单軸铁磁 
体的磁致伸縮現象时，一般說来，必須同时考虑到两种效应。在这 
里我們不准备詳細去求这些相当复杂的公式。 

在立方晶体內，由于各向异性能較小（四次量），情况截然不 
同。由于 M 方向的改变所引起的显著磁致伸縮，甚 M 也发生于比 
較弱的場內，其中见的絕对値的变化，可以完全忽略不計。我們現 
在来硏究这些效应。 

描写形变物体內相对論相互作用始的变化，是在热力学势丕 
內添入附加的‘‘乎项，这些項依賴于彈性应力張量 CT ^ 的分 
量和矢量 M 的；士 [阿庫洛 （IL C . AKyjion ), 1928]。其不为零的 
头'儿項对是綫性的，对矢量 M 的方向余弦則是二次的（因为 
后者一时間变号是对称的）。因此，在一般情况下，对于磁彈性能， 

我們得到表达式为 ^ 

- U ~ — ihiM (38. \ ) 
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_ _ ^ t _ _ _ _ __ 

式中是四秩張量，对两对下角标 i , 是对称的（但对 

i , fc 与？, m 的換位不对称）。在居里点附近，展开为矢畺 M 的方 
向余弦的幂級数与展开为其分量的幂級数等效，因而量趋近 
于一常数。 

» 

在計算張量的独立分量的数目时，必須注意到， （38. 1) 

內的項包含 M 分量的組 合式： 这些項与 M 的方 

向无关，因而可以从磁彈性能内消去注意到这一点，我們得到， 

在立方晶体內，磁彈性能包含二个独立的系数；方便的是把它写成 
♦ 

下面的形式： 

U 班， = —\\(^cr xx M%-{-ar vy My +cr z ^M%) — 

— ^ X ^ cr xy M x M y ^ o ' xz ^ xM. z + ir vz M y Mz ). (38. 2) 

把乐对 cr i / c 的相应分量求微分，就得到形变 張量： 

WiJb = —X -， 

而且石內还必須包含通常的彈性能（正負号相反，参閱107頁的底 
注）。在立方晶体內，后者包含三个独立的彈性系数，其形式为 

+ 办 2 yy ^ ^ zz ^ zz) 

+ & s ( cr | v + cr | 2； +< r ^). 

我們得到形变張量为 ® ‘ 

^OfOJ ^ XX 左 2(°^V + 從 )+ X1 3d % y 

U^y — ks<T X y \^M X My. 

舞 

(对其余分量，有类似的式子）。 


(38.3) 

.(38.4) 


① 由此而引起的对选擇的某种任意性，'只不过表明选擇 M 的方向是有 
条件的，这时〔沒有外加的机械 i ) 我取假定晶体是求形变的。 

② 在把中徽分时，必須注意刭 U 0 頁上的底注。 . 
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笫五 37: 饮磁性 


达些公式包含了全部的磁致伸_效应（在所硏究的場区域 
内）。特別是沒有內应力时，由公式 

议咖二 \\M%j u X}l ^ - - - 

可求出磁化方向改变时的形变变化。我們应該記住，由于假定形 
变不秦在的 M 的方向是有条件地选擇的，因此形变的絕对値在一 
定的意义上也是有条件的。 

旣然在立方晶体內各向异性能很小，因此就发生了一个問題， 
除了各向异性能外，是否还需要同时也考虑到磁致伸縮（例如当求 
磁化强度对場的依賴关系时），而这常 龠会使 間題极其复杂化。 1 但 
实际上幷不如此，因为各向异性能总~是大于磁化强度改变时所引 
起的磁彈性形变能。每向异性能是自旋-自旋相互作用的微扰理 
論的二次效应，其数量級为这些相互作用能的平方除以交換辨（全 
部量都屬于单位体积）。但磁彈性能虽然也是这种平方的数量級， 
但其除数較大（除以晶体的彈性模量)。 . 

現在来硏究如此强的磁場內 ( n 》4 rrM ) 磁体的磁致伸縮效 
应，这时各向异性能不重要，而磁疇結构也不存在，于是 M 的方向 
可以假定与 H 的方向相合。 ■ 

由于略去了各向异性能，因而晶体的具体对称性也就成为不 
重要，千是下面得到的公式，可以同样地应用于任何铁磁体上。 

假設铁磁体在均勻的外磁場给內，它的总热力学势菸①由下 
式 得出： 

— JI 玲=一 MV 给， (38. 5) 

式中为在磁場方向受到均勻磁化的物体的总 磁矩； 在这 
里我們略去了与磁場无关系的妒0項。形变張量对物体的体积求 
平均由下式得出： 

①、这里淡的定义是根据§ 12內的定义。只当物体的形变疗在很大的不均勻性 
时，这个式子才不能应用。 
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2 




由此得 


1 9茨 
V dcr^ 


垒 HVM ) 

▼ 2心 


( 38 . 6 ) 


由此可見，形变决定于磁化强度对內应力的依賴关系。 

当晶体为立方对称时，表征晶体性质的任何二秩对称張量，都 

变成一标量乘上这种情況也适用于張量于是在这 

I/O 

种情况下，磁致伸縮形变变成为各向压縮或伸长。 

如果我們咸兴趣的只是物体总体积的变化則只要将篆对 
压强微分，就得到 SF 为> 

一给 dCMVX^ ( 38 . 7 ) 


c 


( 38 . 7 ) 


式中 P 必須理解为加在物体上的均勻压强。 


試求在外磁場 冶〜 47 TM 內的铁磁体橢球发生磁致伸縮时的体积变化，磁 
場方向与 橢球的一个軸平行，铁磁体假定是立方的①。 

解. 略去各向异性官 g 不計，磁疇結构存在的区域由不等式求 
出，这时 H = 0( 短綫表示对物体体积求平均値，参照§37)。在椭球内 ， nB + 
+ (1 -幻豆=给，幷令 H &0, 于是得到磁 © 結构存在的区域为 

这时 = 也卽是平均磁化强度为 *• 、 




由此得到热力学势为 


①在单軸铁 a 体內，当方时，钰必須考点到各向异性能，伹在立方晶体 
内則不須如此。 ^ 
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9 


= - (1) 

o f 

如果 ^> 4 wnM y 則橢球完全沿磁場方向磁 >fbc 这时 

戾= - M ^ V + 2 nM 2 Vn (2) 

(当泠 = •时， （1) 式和（ 2 )式相合 ）0 

将泛对压强迸行微分，于是得到所求的体积改变为 

SF= — 篆券，如果$<^祕， 

5 V = - H - 4-,如果 ^>4»- wM . * 

ap dj> 

当给 》4 rwM 时，我們又得到正文內的 (38, 7) 式。 

§39-铁磁体的磁畴結构 

在§37中曾經指出，存在一个寬广的状态区域，其中铁磁体 
具有所謂磁疇結构，也即是可以分解成为許多具有不同磁化方向 
的小区域①。不在外磁場內的铁磁体，尤其是如此。 

直接根据磁場的边界条件，可以对磁疇間分界面的形状作出 
若千推論。因为相邻磁疇的磁場强度 H 相同，因而磁感应强度的 
法向分量万 tt 为連續的条件，就归結为为連續的条件。在单軸 
晶体內，当相同时，不同磁疇的磁化强度只是相差的 
正負号。在这些条件下，的連續性表明，分界面必須与$軸平 
行，即与易磁化軸平行。 

我們备先来硏究与磁疇的具体形状无关的分界面的性质。这 
些分界面实际上是一些很狹的过渡层，其中磁化方向从一个磁疇 
內的方向改变到另一个磁疇內的方向是連續地改变的。这种层的 
“寬度”和其中 M 变化的过程，由热力学平衡条件决定。这时必須 


①磁疇的槪念是由維依靳 （1907) 最先提 出的。 •朗遨和 E . M •栗弗席茲給 
出了破疇的热力学理論。 
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考虑到由于磁化不均勻而引起的附加能量。这种“不均勻能”的最 
大貢献，来自交換相互作用。从宏观观点看来，这能量可以表示为 
对坐标的导数。如果假定 M 方向的陡度相当小，則可以在普遍 
形式下作到这一点；这条件表明，磁矩方向的重大变化只发生在大 
于原子間距的距离上。在現在的情况下，这一条件显然滿足，囪为 
相邻原子磁矩方向的重大差別，会使交換能量大大增加，因而这在 


热力学上是不利的。 


我們用 U 不帕 表示“不均勻 性能' 的密度。在 U 不均与 展开为 M 
分量 的不同次导数的幂級数內，其最大項是一次导数的二次項（由 
于对时間变号是对称的，因而不可能是綫性項）。其次，由于 
是由交換作用所产生的，因而在晶体的一定点处，它与 M 的絕对 
• 方向无关。滿足这些条件的普遍式子为 • * 


T j — 1 ^ d31i 

"不 


(39. 1) 


式中是对称張量。此外，' 这二次（对导数而言）式应取实在正 

値。•在单軸晶体內，張量有二个独立分量，于是不均勻性能的 

■ 


形式为 


U 


不坶勻 


2 


di 




2 


+ 


9 MV 


+(誉 ) 2 


(39. 2) 


而 A 和02是正値。在立方晶体內，有 Cti = 02, 


对于 (39. 1) 式，必須作如下的說明。具有实际热力学意义的 
幷不是 U 鞠句 本身，而是 [’ 不均 g 对物体体积的积分。由于这一原因， 
我們无須写出 u 糊 內含有 M 的分量和它对坐标的二次导数的 
乘积的各項， 虽 然在形式上这•些項的数量級也和 (39. 1) 式內的各 
項相伺。問題在于，对体积进行积分时，它們变換为一次导数的乘: 
积，也即是已由(39 ： 1)® 式考虑在內。 


①由于晶体的对称性，可以容許存在包含一次幂导数•和分量相乘的 
項。伹是，在对物体的体积轵分时，这些項变成只依賴于物体表面性质的式子。 
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举一个例子，我們来硏究单軸晶体的磁疇壁，这时我們假定矢 
量 M 完全与易磁化軸軸）平行（或反平行)。沒有外加磁場时的 
磁疇特別是这样的。 

过渡层的結构由总自由能为极小値的条件决定③。这时，交 

T 

換能傾向于使层的厚度增加（即使 M 方向的改变更为平 坦）; 而各 
向异性能則有相反的作用，因为 M 与易磁化方向的任何偏离，都 
会使各向异性能增加。 

选擇^軸的方向垂直于层平面； M 的分布只与这一坐标有关。 
矢量 M 沿层厚度的轉动发生在^平面內，也即是处处这 
可从下面的簡单考虑明显着出。不均勻性能和各向异性能，一般 
与磁化强度在哪一平面內发生轉动无关。不为零的分量 Ms 的存 
在,必然引起产生磁場，因为由此而引起附加的磁能，因此在热力 
学上显然是不利的。实际上，在磁疇体积內， M x = 0 , 如果在过渡 

层內則 div M = 也•不为零。旣然 divB 二 div H + 

+ 47rdiv M = 0, 因此，除了 div M_0 外，也应該 di\r H 手 0, 即 

判。 ’ 

設沒为 M 与 i 軸間的夹角。于是 M 的分量为 
3I x ~ 0 7 31 sinOf M a ~Mcos0 m 

不均勻性能和各向异性能之和由下列积分 給出： 

+°° • 2 - 

| [^(^1 + M r l ) + 号十 r = 

(39. 3) 

(撇表 示对％ 取微分），自由能內的其余各墳与层的結构无关，因此 

①这里更正确地应称为总自由舍而不是总热力 学势， 是因为注意到在层內可 
能有很不均勻的形变。 V 


十 

- J 4 -^sin 2 ^) dx 
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在这里可以略去。为了求出使这积分为极小値的函数沒<>),我們 
写出相应的欧拉 方程： • 

ai 9 rr — /3 sin 0 cos 夕=0， ， * 


第一次积分后得 

6»， 2 — 互 sin 2 6^ 常数1 

°i 

假設过渡层的厚度比磁疇本身的厚度小，于是我們可以写出 
这个方程的边界条件为 

当 o ?= —〜时，沒= 0， x 

当 o ?=+°° 时，沒=灯， > (39. 4) 

' 当怎=士 0 °, fi[l 沒 = 0,7 T 时， 0 9 =^ 0 . - 

这些边界為件表明，相邻磁疇在相反方向磁化 。于是 式中的常数二 
= 0,把卞列方程 积分： 

^ 2 = -^sin 2 (9, 

我們得到 

cos^= — th^ / (39. 5) 

y a t 

由这个式子可以求出过渡层內磁化强度方向改变的过程，这层的 


“厚度”为 S 〜 




把 (39, 5) 式再代入 (39. S ), 我們得到 


或者进行积分后，得 



4 


(39. 6) 


如果把磁疇壁視为几何平面，則 (39. 6) 式为“ 表面張力”，为了計及 
形成这种磁疇壁所需的能量，必須添上这一項。 
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在热力学平衡下的磁疇形状和大小，由总热力学势为极小値 
的条件求出。它們主要依賴于物体的具体形状和大小。在铁磁体 
为手行平面板的最簡单情况下，原則上磁疇形状可以为平行层，或 
为从物体一面穿过另一面的“纖維状”結构。为明确起見，下面我 
們将称之为“层”®。 • • 

磁疇間任何新疇壁的形成，都会使“表面張力”的总能量增加。 
因此，这一因素使磁嗜数目咸少，也即是使磁疇的厚度增加。 

設物体內有磁疇，則在該物体外表面附近所产生的多余能量， 
有着相反的作用。在物体內，磁場 H = 0, 由于矢量1^1在易磁化方 
向，因而各向异性紐也等于零。但在表面附近，則情况不相同。 

在各向异性能內的系数为很大阶极限情况下，层应該伸展 
到物体表面，而 M 的方向保持不变（图21， a , 为明确起見，图中假 
定物体表面与易磁化方向垂直）。伹这时在表面附近产生磁場，这 
种磁場透入周園空間和透入物体內部的距离为层的厚度《的数 



在3値很/]、的相反情况下，更为有利的磁化强度的分布是 M 
与易磁化方向发生偏离而不产生磁場的分布。当 H = 0 时，必須处 
处 divB = 47 rdivM = 0, 而在全部的磁疇壁上和物体的自由面上， 
M n 必須为連續的。这一点可由形成三角形截面的“閉合磁疇”来 
达到（图21, 6), 在这种磁疇內，磁化方向与物体表面平行。这些区 


① 层 状的磁 疇結构看来是最普遍的。 
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域的总体积以及其中的各向异性能，都与层的厚度 a 成正比。 

由此可見，在任何情况下，磁疇伸展到物体表面时总引起多佘 
的 能量" 一磁疇厚度越大，这多余的能量也越大。因此这种效应 
会使磁疇的厚度戚小。 

形成的磁疇的厚度，取决于这两种相反趋势的平衡作用 。例 
如，我們假定磁_(在薄板內）的形状为厚度不变的平行平面层。磁 

鬌 

疇的数目与 JL 成正比，而在磁疇間分界面上的表面張力能量，与总 

(X 

面积成正比，即〜！，其中 L 是物体在磁疇方向的长度（即板的厚 

Ob 

度）。磁疇伸展到板表面的“脫出能”与 a 成正比 a 这两种能之和 

% 

作为 a 的函数，在 a 取与成正比的某一値时为极小値。 

由此可見，磁疇厚度随物体綫度的增加而增加。但是_示这 

种增加的定量定律 a 〜 由于假定了磁疇厚度不变，显然幷不是 
对任何的厶値都正确。問題'在于，当磁疇伸展到物体表面时，它的厚 
度不可能超过某一极限値％ ，这％ 値依賴于铁磁体本身的性质， 

但和整个物体的形状和大小无关。％的数値决定于当 a 增加时在 

♦ 

深度为〜 a 的物体表面附近，磁疇的“分裂”成为热力学上有利。因 
为一磁疇的“脫出能 ”随/ 而增加，而磁疇分裂时所产生的多佘表 
面張力能則随《而增加，因而这种时刻必然会到来。 

于是我們得到結論，随着物体綫度以及磁疇厚度的增加，当磁 
蠕伸展到物体表而时，磁_应发生向前发展的“分支” （R 栗弗席 
茲，1948)。但我們 在这里 不准备詳細硏究存在的各种可能性，因 
为到目前为止，还有許多情况尙未明了①。 


①参閱 c . B . BoHCOBCKHii 和 il . G . lllyp 的“少 iepposrarH ^ rnsAr ” （铁磁性）苏联 
敁术出版社（ 1948 )。 K- Kittel ： Iieview of Modern Physics, 21 541, (1949) 0 
E. M. 15, 97(1945) 0 • 
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随着物体綫度的减小，任何磁疇的形成最后都变成热力学上 
不利的，于是相当細小的铁磁体粒子代表均勻磁化的“单疇”結构。 
将均勻磁化的粒子的磁能与由于粒子体积內磁化分布的极不均会 


性所形成的“不均勻性能”加以比較，就可以得到对它們的大小 i 
的判据。第一种能量的数量級为 M 2 V y 而第二种能量的数量級为 


aM 2 V 

一 



因此，“单疇”的条件为 


在公式 





dV 


(39. 7) 


內，令公= 0[与 (31. 7) 式比較:]，幷用 （36. 1) 式和各向异性能 
之和来代替黾 


茨二 FC / 各 向异牲 一货 


(39. 8) 


(我們略去了不重要的常数茨0)，我們就得到沒有外加磁場时的均 


勻磁化粒子的热力学势。由于 M 与 H 的关系为綫性的，第二項为 
M 分量的二 次式： 

梦 = FT 7 各向异性 + 免， (39. 9) 

I 

式中对称張量只与粒子的形状有关。例如，当粒子为橢球形状 
时， H 在整个橢球体积 pj 为定値，而与 M 的关系 （当忿二0时）为 

Hi + nnoCBjo — H]o) ^ Hi - 1 - irrn if0 Mjc ^0 

[与 （8. 10) 式比較]。因此，在这种情况下，可用退磁系数張量 
的分量来表示为 


«iJb = 4Trn i!o . 

\ 

在外磁場忿內，粒子的磁化方向由茨为极小値的条件得出，这 
时在茨內还必須增添一項- P %1 V 1。 对子立方晶体，可以簡攀地 
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写为 

梦 二 d 一 (39. 10) 

2 • 

其中沒有考虑各向异性能。，在单軸（和双軸）铁磁体內，各向异性 
能的数量級和其佘各項相同。把它写为 （37. 1) 的形式后，我們有 

- + - V ^ M . (39. 11) 

这样提出的問題在数学上与§ 37內所討論的局部磁化 M 依 
賴于局部磁場 H 的問題相同，所不同的只是用$代替了 H , 用 
或代转了 /?认而已。 • 


例 題 


1.試求立方晶体內磁_槌上的“表面張力系数”，假滅壁与平茴 (100)( 沢 
平面4組成的夫角为 X ，而磁_沿易磁化軸方向 [00130 軸)磁化 o c 

* m . 除了晶軸外，我們再引进坐标系 〆 ，幷且 z 軸和 〆 軸 
重合平面与 M 平面組成的夫角为由于必須避免引起强磁場的出現 
(如单軸晶体的情况一样)，因而必須使矢量 M 保持在 yd 平面的过渡层>4。 

平面内存祥的磁各向异性，使 m 与 〆〆 平面略为分幵。但是由于立方 
晶体内磁各向异性能很小^因而分量 M x f 为一小量，在相当的精确度内，可以 

忽略不; It 。 于是 ^ 

Mj：r = 0, M y f = M sin (9, M z f = Sfcos ^ 

{ B 是 M 与 2 軸間的夫角)，或背在 a y ， ；？坐标系内， 

、 — Msin ^ sin %, M y ^ Msm 9 cosx , M z — McosO f 

我們求得过渡层内的不均勻性能和各向异性能之和为. 


j wm 


+ /^M 4 ( sin 2 ^ cos 2 沒 +-i-sin 4 ^ sin 2 2x 



利用与 (39. 4) 相同的边界条件，求这积分的极小値，我們得到 




sin 2 x 


etg ^* 


把上式 ll 代人 （1) 内，逬行积分后，我們求得所求的表面張力为 


• (2) 
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M 3 


s / 2 a /3| 


14 


sin 2 2x 


2\/"4^ iri 22 x 


Arch 


2 


sin2%| 


(3) 


(3) 式当 x 角取任何値时都适用。但是描写过渡层結构的方程（2)，在 


X 20 或 i 时不能应用。在这种情況下，只有考虑到过渡层內的磁致伸縮，才 


能求得过渡层的有限寬度。 

2. 設与铁磁体表面垂直的平行平面 磁嗔伸战到铁 磁体表面而不改变其 
磁化方向（图21, a ), 試求铁磁体表面附近的磁場能。 ^ 

解. 求这种表面附近的磁場問題，等效于靜电學中求面 i 荷密度为^ = 
-土 M 幷交替带正电和負电的条带所組成的平面产生的电場問題。 

假設物体的表面与平面相合，幷选擇 z 軸方向与磁疇平面_直。于 
是“面电荷密度 ’ V ( x ) 是周邊为 2 a ( a 为磁_厚度）的煳期函数，而在 一个煳 期 
上 〆 等于 

< r = 一 M ， 若 — a < a ;< cO ， ， 


+ M , 若 0< a ;< a . 


把它展幵为傅立叶級数: 


oo 

,、 . {2n+l)nx 
(x)= > sm ---， 


4 M 


{2 n M )* 


場势滿足拉普拉斯方程： 

于是求得場势为級数形式: 


a 2 ® 


doc 1 dz 1 


0: 


平 （ x ， z) = ^ ]b n sin e t ( 2 « +1) Trz/a 

(X 

71 = 0 


c 指数內的“不”号分別相当于半空間和3<0)。系数由边界条件决 


定： 

」_? 4 

-^ 1 = 47 TIT , ， 




由此得 

b n 

2 a • 

一 2 n + l 

因此，所求的場能是对“带电表面”的积分 H < r < pdf 0 把能量化鈾单位画 


40. g 铁碰钵的居里点 


积％ 們有 


1 


a 


9 

2aJ ( " 9) 


dx 




8aM 2 


s 


(2 n + l ) 3 . 


式中的总和等于 1. 052,于是得到 0： 852M 2 a. 


§40. 反铁磁体的居里点 

t . 

和在铁磁体中一样，物体从反铁磁状态轉变为順磁状态，通常 

是通过第二种相变。因为反铁班状态和順磁状态都不存在自发磁 

> ■ 

化，因此，通过反铁磁的居里点时，物质的宏观磁性质的改变只是 
改变其磁化率。按照第二种相变的普遍性质，張量的分量在 
相变点处是連續的，而它們对溫度的一次导数則发生突变。 

对反铁磁轉变进行定量硏究，必須利用第二种相变的普遍理 
論。在相变点附近，展开热力学势的参量，为元晶胞各結点处的平 
均磁矩的某种 （取决于晶体点陣的具体磁对称性）綫性 
組合 i 当趋近.相变点时，和通常一样，这些参量与成比例 
、而趋近于零。 

反铁磁体的热力学势，可以包含来源不同的項，旣包含磁矩的 
交換相互作用的項，也包括磁矩的‘‘相对騄”相互作用的項（参照 
§36的起始）。前者所包含的磁矩…的組合式，只依賴于 
它們的相对取向，而与它們对晶体点陣的总取向无关。但后者則 
依賴于晶体的磁矩方向，也即是引起晶体的磁各向异性。 

和在铁磁体中一样，强交換作用是建立反铁磁体內磁矩有序 
排列的基本因素。但相对論的相互作用，則使反铁磁体的磁性质 
变成各向异 性的。 

有一些磁对称类型容許铁磁性的存在，但其中的交換相互作 
用本身，幷不会单独引起反铁磁性。在这些情况下，自发磁化只是 
虫于相对離相互作用的結果，因而是很小的。这种物体是反铁磁 
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体，但其中磁矩的排列•与純粹的反铁磁体有所差別，以致在一定方 
向上，磁矩不完全互相抵銷 （ H . E •迪亚洛希斯基， 1957) ①。“铁磁 
磁矩”与铁磁体在純铁磁有序化时所取的数値之比，和相对論能量 
密度与交換能密度之比（〜 10_ s — 10— 5 )为同一数量級。 

在相当强的磁場內，晶体的反铁磁結构在热力学上是不稳定 
的，只有全部磁矩的取向与磁場方向平行时，在能量上才变成有 
利。这种取向的变化通$与晶体点陣磁結构內晶胞的改变（咸小） 
有关，而且和对称性质^任何改变一样，这种变化也只能发生在一 
定的相变点处。这在大多数情况下是第二种相变点。破坏反铁磁 
性的“胳界場” H 給 为溫度的函数，当时变为零，其中 © 是 
沒有外場肘的相变点。由此可晷，在 A 丑图上，反铁磁相存在的 
区域被一曲綫所包圍。 


①参閱 H . E . 3 i 3hjoiiihhckhh, 32, 1 M *7- 1957‘ 
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§41•，超导体的磁性质 

許多金屬在溫度接近絕对零度时轉变为一种特殊状态，这种 

I 

状态最明显的一个特性（由卡末林-奥涅斯在1911年最先发現）是 
所謂超导电性，即对恒定电流完全不存在电阻。对超專电性的发 
生，每一种金屬有一定的溫度，称为超导态轉变点。 

但是，不存在电阻实际上幷不是超导体的主要性质。轉变为 

# 

超导状态所发生的最深刻变化，是金屬的磁性质。如我們将見到 

▲ ' ■ 

的，电性质是这些变化的必然結果。 

起导性金屬的磁性质对以描写如下。磁場永远木会透入超导 

体內部。因为按照定义，媒质內的平均磁場强度为磁感应强度 B , 

因而可以換一种說法，在超导体內， 、 

♦ 

B = 0 (41. 1) 

( B . 迈斯厄, R 奥克塞菲耳特，1933年）。这性质的存在与实际上- 
在何种条件下轉变为超导状态无关。例如，如果金屬在磁場內冷 
却，’則在轉变点处，硪力綫将从物体上“被逐出去”。 

但是应該着重指出 ， B = 0 幷不是屬于超导体很薄的表面层。、 
实驗指出，磁場能够透入超导体的一定深度，这深度比原子的間距 
大得多（通常为10_ 5 厘米的数量級)，幷且和金屬的种类及溫度 
有关。由于这一原因，在厚度或綫度和透入深度同数量級的金屣 
薄膜或胶态粒子內，等式 B = 0 —般地不成立。 

下面我們只硏究相当大的重超导体，幷氐完全略去磁場透入 
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薄表面层的事实①。 •- 

我們知道，在任何两种媒质的分界面上，磁咸应强度的法向分 
量必須是連績的（这条件是方程 = 0 总是正确的必然結果)。 
因为在超导体內 ， B = 0, 因此在超导体表面，外磁場的法向分量也 
等于零，也即是超导体外的磁場处处与超导体表面相切；磁力綫繞 
过超 导体。 

考虑到这种情况后，很容臭求出磁場內的超导体所受的力。 
和§5 內对 电場內的普通 导体所进行的 类似，我 們枣得 这力为 
< r i } Q n h (屬于 单位面 积)， 其中 

誓 Siis ) … 

是眞空內磁場的麦克斯韦应力張量。因为在現在的情况下， nH ,= 

S 

是物体表面外的磁場），于是我們得到 

nfj ， （41.2) 

即作用在物体表面的力是压縮力，其数値等于場、能密度。 

根据方程 (27. 4) , 

rot (41. 3) 

于是从方程 B = 0 得出，超导体內的平均电流密度也处处等于零。 
換句話說，在超导体內，不可能有任何宏观的体电流。在此应着重 
指出的是，在超导体內，要和在普通导体中一样，从^內分出傅 
导电流是沒有意义的。由于这一原因，在我們的理論內引入磁化 


①在这里我《不討論磁摄透入超导体內的“透入浓度”的理論，因为 它不具 有唯, 
象的特征 o 

应該莆 重指出，在我們的討論中，我們所指的都是“純”超导体——金屬元素和具 
有确定化学組分的化合物。在超导合金內，‘迈斯厄效应的表現不完全，因为透入深度 
有重大增加 Q 在这里我們也不去硏究这些問題。， 
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强度 M 以及矢量 H ， 也是沒有物理意义的。 # ^ 

由此'可見，超导体內流过的任何电流都是面电流。面电流密 
度 g , 按照 （27. 14) 式，由超导体边界上感应强度的切向分量的突 
变値得出。因为在超导体內 ， B = 0, 而在缸导体外， B 与 H 相等， 
因而, 

■ • 

g =-^[ nH e ]. (41.4) 

47T 

面电流本身的存在，幷不只是超导体的特征。在任何通常的 

磁化物体內，也存在这种电流，它們的密度为 

. \ 

g—H 6 —B]. 

47T 

因为在正常导体表面（非超导体)，关量 H = | 的切向分量是連續 

r* 

的，因此得到 [nHj = jUiB ], 于是 g 的表达式可以写成 

[ nB ] J -= ii . (41.5) 

47T M 

伹是，硏究物体横截面上流过的总电流时，超导体和普通导体 

就显現出原則性的差別。在非超导体內，義面电流总是互相抵銷 

« * 

的，因而不存在任何总电流；这可由条件 (41. 5) 看出，它把电流密 
度 g 与导体內的磁感应强度联系起来，幷通过磁威应强度把表面 

各点处的电流 g 联系起来。但是，在超导体內，条件 (41. 5) 失去意 

» # 

义。实际上，磁导率为 A 的普通导体轉变为超导体，在形式上表 
明必須同时令540和 / x —0。 但是这时 (41. 5) 式的右側变成不确 
定的，因而实质上幷不存在任何限制电流的可能数値的条件 P 
:这样一来，我們得到一个重要的結果：流过超导体表面的电 
流，可以使超导体內有不为零的总电流流过。当然，只有在多联物 
体•(例如环）或构成閉合电路一部分的单联超导体內，才会有这种 
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情况，而在这种閉合电路內接有电动势源来維持电路商非超导体 
部分的电流。 

重要的是，即使沒有外加电場，在超导体內也可能有稳定的总 
电流流过。这表明，电流流过时不发生能量耗散，因为要补充这种 . 
能量耗散，必須有外場作功。超导体的这种性质，也可以描写为超 
导体內不存在电阻，由此可見，这是超导体磁性质的必然結果。 


§42. 超导电流 

我們更深人地来硏究一下与形状有关的超导体的某些性质。 
如果超导体是单联物体，則沒有外磁場时，在超导体內一般不 
可能有任何稳定的面电流流过。 

这由下面的討論可以证明这一点。表面电流在超导体周圍空 
間內产生恒定的磁場，这磁場在无穷远处变为零。和眞空內的恒 
定磁場一样，它是一种势場，由于超导体上的边界条件，在超导体 

表面，場势的法向导数 g 必須为零。但是，由势論可知，如果在单 

联物体表面和无穷远处，12=0,則在物体外的整个空間內，9 = 0。 

由此可見,不可能存在恒定硪場以及表面电流。 

外磁場在单联超导体表面感生出电流，这电流可从整个超导 
体产生一定的-矩观察出来。对橢球棟的超导体，我們很容易算 
出这种“磁化” ®。 & " 

設洽为与橢球一个主軸平 行的外 磁場。对于非超导橢球內 
的磁場，存在下列关 系式： . 

(1 一 w ) 丑+竹万= 总， 

式中 w 是該主軸上的退磁系数〔参閱 (8. 7) 式〕。在超导体內，如上 


①在这一节内假定磁場的数値不超过使超导电状态破坏的数値(参閱§ 43)。 




面新指出的，“場强” H 沒有物理意义，因此酿化强度 i 

47T 

也失去通常的意义。尽管如此，在現在的情况下，我們从純粹形式 

« • 

的观点引进丑和 I 作为輔助量，来計算具有实际物理意义的总磁 
矩 i = 是橢球的体积），仍是很方便的。对于超导橢球，令 

万= 0,我們得到 


1 — « 


(42. 1) 


于是 


(42. 2) 


一 ¥ — T 普 ― T . (42. 2) 

47t 4tt {1 — n) 

特別是对纵向場內的长柱体而言， n =0, 因而 = 给和 

加一孕①， 

4.7 T 

M 的这些数値和仿佛超导体具有体积抗磁化率一^时所得到的 

47T 


相同 


橢球表面外的磁場 H ,， 处处与表面相切，因而它的数値可直 

曾 t AL rm 八包，士 ■&击 AL /kL. 4M -r4i T 曹 - ^ ▲ 


接由 H 的切向分量为連續的条件得出。在橢球內 ， H = 
把这一矢量投影到切綫方向，我們得到 


(1 —n)’ 


= sin 沒， 
1 — n 


(42. 3) 


式中 (9 为外磁場忿的方向与橢球面給定点处的法綫之間的夹角 
在橢球的赤道上，具有最大値，等于^， 


①超导柱体的这些关系式是丑为連纜的这一条件的直接菥果，因此，对于截面 
为任何形状的拄体 C 不一定是圓截面的），这些关系式都正确。 
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!述必_重指出 i 引起超导体“磁化”的电流和在超导体肉产 
生总电流的电流之間，幷沒有任何原則性的 差別： 它們的物理性 
质完全相同。特別是从这种重要惰况，可以直接求出任何超导体 
4 的迴轉硪系数。实际上，产生“磁化”电流的粒子（电子）的动量密 

度，与这些电流密度的差別只是多一个因子& ( e 和 m 分別为电子 

e 

的电荷和质量）。根据迴轉磁系数的定义〔参閱 (35. 3) 式〕，由此立 
即得出，在超导体內，总是 


Sfih ^ Si*. - 

我們来硏究多联超导体。它們的性质与单联物体有很重大的 
差別 —— 这首先是因为对于多联超导体，不再适用外磁場不存在 
时不可能有稳定的表面电沭谏过这一推論。其次是表面电流不再 
相互抵銷，因而即使沒有外加电动势，也会引起超导体內有稳定的 
总“超导”电流 流过。 

我們来硏究沒有外加磁場的双联超导体（环)，幷且证明它的 
状态完全由其中流过的总电流 J 决定。求这种环所产生的磁場的 
問題，也可当作势論問題来解决，只是場势？現在是多値函数，当 

繞穿过环孔的任何閉合綫路一周时，这函数改变^■(参照§29)。 

f 为了使問題的提出在数学上更为精确，我們必須沿跨越环孔的任 
何面作一空間的“剖面”。于是問題就变成解拉普拉斯方程,而其 

边界条件为:在环面上， ^-0, 在无穷远处, 9=0,以及在所选擇的 

剖面上，％-其中％和 9 i 是这面两側的場势値。甶势 

c 

論可知，这問題具有单値的解（与所选擇 的剖® 形状无关）。根据 
环表面附近的場分布，也可以单値地求出环內面电流的分布。 

除了电流的分布外，超导环的自咸系数也是一个完全确定的 



*。 在达方®，与普通导体有重大的差別，在普通导体內，电流分 

t 

布以及自威的精确数値，与电流的激发方式有关（§33)®。 

在§ 32內，我們曾引进了通过綫导体迴路內的磁通量尘的 

槪念，幷且证明了中= 年， 其中 石为导 体的自感:。对于超导环， 

O 

磁通量的槪念，当环为任何厚度时(幷不一率限于很小)，都不失去 
意义。实际上，由于磁場指向切綫方向，因而通过坏表面任何部分 
的磁通量等于零。因此，通过跨越超导体环孔的表面的磁通量，与 
这面的选擇无关。 

而且公式 

# * 

, 中：丄 以 (42. 4) 

c 

也仍然有效，自感 TZ / 和前面一样，可由电流磁場的总能量得出。超 
导体磁場的总能量，由对起导体外的整个空間进行的积分^[^⑼ 

給出。如上面已指出的，沿某一表面 C 作一空間的“剖面”后，我們 
可以引进場势，幷写为 

虐狀一際叫， -辦： 

第一个积分等于零，因为 diyH = 0 o 第二积分对无穷远表面、环面 
以及表面 C 的两側进行。在头两个积分內，被积式变为零，因而刺 
下积分：/ 

c c 

①由 M 截面导綫(半徑为 cO 作成的細超导体环（半徑为 6) 的自感和非超导体环 

自感的外部分相同，幷由下式得出： 

i = 4n-f>(ln —-2) 
a 

(参閲§ 33. 例理 2)。关于超导圃电流問題的精确解，巳由 B. A. 顧、鈣 （$ ok ) 得出 （Phys 
Zs. d. Sowjctanion J, 215,1932) 0 
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式中屯是通过表面 C 的磁通量。把这 j 式子与^比較 <按照自 
咸定义)，我們就得到所求的 (42. 4) 式。 ， 

如果环在外磁場內，則总磁通量屯包括本身的磁通量¥ 

C 

和外場的磁通量屯,。超导体环最重要的一个性质是，当外場和电 
流发生任何变化时，通过环的总磁通量仍然 不变： 

+ LJ + 龟产 | 数三企0, (42. 5) 


这可从导体外空間內的麦克斯韦方程的积分形式直接 得出: 

t * 




o 


如果对跨越环孔的表面 C 进行积分，則等式右側的积分迴路为环 
面上的直綫。但是在超导体面上， E 的切向分量等于零（因为在超 
导体內， E -0, 而&在 表面上是連績的）。因此，等式右側变为 

零，于是我們求得^=0。 

at 


由关系式 （42. 5), 可以求出外硪場改变时环內电流的变化。 
例如，如果环在通量为％的外磁場內轉变为超导状态，然后除去 
这磁場，則在环內将咸生出稳定的电流，等于 

通过超导环的磁通量不变，不但外磁場改变时如此，就是环的 
形状改变或环在空間內移动时，也是如牝 ®。 可以形象地說，磁力 
綫永远不会与超导体表面相交，因而也不可能从超导环孔內“伸 
出，， 0 

上面的結果可以直接推广到任何次联的超导体情况，其中包 
括任何数目的环。沒有外加磁場时的 w 联系統的状态，由总电流 

①从感应电动势与导体移动时所引起的迴路內磁通量变化的关系式，可以直接 
证明这一淪断 （ §“)。 


八的 w 个値决定。于是（42.5)式可以推广莽方程租 : ^ # , {> 

〉 \LabJb ^ ^ <2 ^ = 少 aO * (42. 6) 

b 

这些方程不但当外加磁場改变时正确，而且当物体的形状或相互 
位置改变时也是正确的。 

例 題 

試求 与外磁摄垂直 的超导盘的磁 矩①。 

费。恒定磁場內的起导体問題，在形式上与介电常数为£ = 0的电介质 
的靜£学,題相同。我 ffH 把圓盘看作 C — 0时的迴轉橢球的极限情况（参照 
§4例題4)，利用 （8. 9) 式，幷对符号作相应的改变（場洽指向 z 軸),于是得 
到 



§43•临界場 

纵向磁場內的柱形超导体，具有附加的磁能，幷等于 

_ 鲈 F 

__ 2 

在正常状态下（非超导态)，加上外磁場时柱体的总能量实际 
不变（这里和下面，我們略去非超导金屬的弱抗磁性和順磁性，也 
即是假定 P = l )。 由此看出，在相当强的磁場內，金屬的超导态比 
' 起正常态在热力学上更为不利，因此，超导性必然遭到破坏。 

在柱形超导体內，使超导性遭到破坏的纵向磁場强度的数値， 
决定于金屬的种类及其溫度（以及压强）。这种磁場値称为临界場 

①在这里硏究这一問發，主要是为了在后面应用 （§75, 洌題2)。对于超导圓 
盘，实际上所指的是相当微弱的磁場，因 为在这 祥的条件下，超导性很容易受到破坼 
(参閱 §43)。 ：‘ 
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( H ^)； 它甚超导体的重要特性之一 

当磁場达到胳界値后，整个柱体內的超导性遭到破坏，这是因 
为在这种柱体的全部表面上，磁場是均匀的。但是，在其他形状的 
超导体内，超导性遭到破坏是一个更为复杂的过程，其中物质在正 
常态下所占的体积，在给値的整个范圍內逐漸增加(关于这一点将 
在下一节內更詳細地討論)。 

由此可知，在低干轉变点的任何溫度下，金屬可为超导态 O )， 
也可为正常态 ( n )。 我們用 ^ sG ( F ， T ) 和穸 T ) 分刿表示沒有 
外加磁場时超导体和正常物体的总自由能。这釋表征物质特性 
的量，当然只和物体的体积有关，而与导体的形状无秀。在対态內 
的自由能，在加上外磁場后一般不改变（因此我們在的下角标 
上不添上0)。但在$态內，磁場使自由能发生重大的改变。 当 T 
与7为給定时，在纵向外磁場恐內，柱形超导体的自由能为 

縧 

• 二梦 s o ( F ，5 r ) + |： F . • (43. 1) 

由此可以求得其佘的热力学量。将 (43. 1) 式对体积求微分， 
求得超导体上所受到的压强为 

p=p 0 (V ， T)- 签， (43. 2) 

式中 Pa ( F , T ) 为沒有外加磁場时的压强（保持 F ， 0 7 不变）。由等 
式 (43/2) 可以.求得 p , F 和 T 之間的关系式，也即是 （43. 2) 式是外 
磁場內的超导柱体的状态方程。我們看到，有外加磁場时的体积 

F ( p ， T ), 和&有外加磁場而压强为时的体积相同。当然， 
这結果和磁場內超导体表面所受到的力 （41. 2) 式是符合一致的。 

①只在我們所硏究的“純”超导体內，从超导态轉 变为正 常态才是念剧的（参開 
232 頁上的底注），在合金內，超导性受到破坏和疵 揚透入 到合金內部是逐漸发生的， 
幷且場的范圍較广因而正文內所指的临界摄，对于这些超导性不存在《 


§43. -胳界湯 


211 


超导柱体的热力学势①等于。 
^s=^s+pV = ^ s o(V,T)+p 0 V 9 
在这里体积 P 必須按照 （43. 2) 式用 P 和 y 表示。因此，可以把 
c ^ s (》， y ) 写成下面的形式： • 

^ s ( p , T ) = S^ s0 (p + Ty (43. 3) 

式中梦 s o ( P ,?0 是沒有外加磁場时的热力学势^将这等式对 T 和 P 

求微分，得到熵和体积間的相似关 系式： 

• • 

^s(p,T) = ^so(p + ^ T^y ， (43 4) 

V s ( p ， T )= V s 0 ( p + ^ T ^. (43. 5) 

現在可以写出确定临界場的条件。当小于梦 5 时（保持 p 
和 T 不变)，柱体从 s 态轉变为 w 态。在轉变点处 必須妒 s = <5^， 
即 

^ o ( p +^, 今 Kp ， T )、 ( 43 . 6 ) 

这是精确的热力学关系式②。在磁場內热力学势的改变通常是代 
表对^^00,20的一个小改正。于是 （43. 6) 式的右側可以展开为 
級数，展开式的头几項为 

' 死 0 ( p ，7 7 )+^ F s 0 ( p , D - ^ n ( p , T ), (43.7) 

式中 Yso ( p , T )= d £ P s 0 ^ l , 是沒有外加磁場时的超导柱体的体 

op 

积。由此可見，在这种近似內，可以說，物质在正常状态的热力学 


① 这里欲的定义和§ 12內相同， _ 

② 我們計箅的精确度比通常所要求的高，为的是更为明显地 M 現出不同热力学 
最間的相亙关系。 
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势（屬于单位体积）比在超导态大 


我們用 = 表示沒有外加磁場时的轉变溫度。实驗 

指明）在这点上的轉变是第二种相变。因庇，特別是 ， = 

时， 丑！ ^ cr ) 必須連續地趋近于零。从第二种相变的普遍理論可 
知①，在轉变点附近，热力学势的改变与溫度差-的平方 
成正比。因而从 (43. 7) 式可以作出結論，在附近，临界場按 
下列綫性規律随溫度而 变化: 

丑路界 = 常数 -CZ 7 紐 一 T). (43. 8) 

根据 H 缺 对 T 的关系曲綫，我們将 (43. 6) 等式两側对溫度求 
微分（保持压强不变）。这时考虑到 (4 & 4) 和 (43. 5) 式，我們得到 

(43. 9) 

式中全部的 S ^, p s ， r s 系对物铢的两种态間的轉变点而言（也即 
是对磁場丑而言)。将上面的等式乘上2%我們求得轉变 
热为 ， 


e = T (^-^ s ) = - Vs ; n i § f L ) (4 a 10) 

当在 T = T 财 的点处发生轉变时（沒有外加磁場)，則 Q 与 H 紗一 
道变为零，这和我們在这里所遇到的是第二种相变的事实相符合。 
TCT ^ n 时（在磁場內）的轉变，引起热量的吸收或放出，也即是为 
第一种相变。实驗指出，从到0的范圍內，随溫度的降 

.低单調地增加。因此，导数总是負的，而且从 (H 10) 式看 

出，4>0,也即是从超导态（等溫地）轉变为正常态时吸收热量。 
按照能斯脫定律，当0时，任何物体的熵都必須变为零。 


①参閲“疣計物理学^第三版，§ ]31，1951。 
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因此从 (43. 9) 式看出，当7 = 0时，必須^4 = 0，％即是曲綫 


H _ m 与 H 軸正交 0 

我們将 (43. 9) 式內的— 之差再对溫度求微分一次，幷 
再利用等式 （43 4) 和 (43.5): 这时还考虑到 4 

\ 2p / ^ \ 32 1 Jp 

結果得到 ' 

35^ 35V- r ^ 3 / HU\ 

^ W~~ Vt ^\\8^T) ^9T 9T\8^)^ 

-象(备(警 ))' (43 * n) 

\ 在等式两側乘上 A 我們就得到两相的热容量之差(保持压强 
不变)。包含有物质热膨脹系数和压縮系数的項，通常比其余各項 
小得多；略去这些項以后，我們得到 



V s T / dB ^\ 
4 ： 7r \ dT / 


(43 12) 


直接把 (43. 7) 的近似关系式求微4，也可以得到这一公式。在这 
种近似內， h 和7,0的差別不重要；还可以假定贫 s 和相等。 

当 T ^ T^ n Bt , (43. 132) 式內的第一項变为零，于是我們就得 
到下面的公式，它把第二种相变时所发生的热容量突变(沒有外加 
磁場）和丑針的溫度依賴关系联系 起来： 



V S T/9H^\ 
9T ) 


(43； 13) 


(卢盖斯，1933年）。由此看出，特別 是在这 种情况下， 

当溫度降低时（也即是当超导电性被磁場破坏时），差値 
改变正負号，这是因为差値在 T =0 或 ! T = ? W 时变为 

零，因而在这一范圍內必須有一极犬値。 

由相似方式，可以硏究轉变时由体积变化所引起的效应。为 


yu 
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此 r 棟据孖 ttiT 对 P 的关系曲綫，将 （43. 6) 式对压强取微分(保持溫 


度不变)；于是得出 


f " K > 


或 


v n -v s -^.f^ 

47T dp 

(43. 14) 

* 


* 由这些式子可以求出轉变时的体积变化在7 = 1_的点处，'这 
个差値粕熵的差値一样，查为零。于是在的溫度下的轉 

_，伴随发生体积的变化，根据导数的正負号，这体积变 
化可以有两个号。当时，体积不发生变化，但压縮系数^ 

■ ■- k ' •! 

突变，由把 (43. 14) 式微分，很容易求出这种突变値 9 
我們注意到,如果在 (43. 14) 式內代入 下式： 

( m ^ i \ = (2 L \ ， 

\ 3p )t \ 3T J P \dp ) n ^ 

[由把方程 H 制 （ p ， T ) = 常数微分，即可得到它]，則我們就得到“克 
位珀龙-克劳修斯方程 ”：、 

T{Vn-vy ( 43 . 15) 

9 m 

_ • * 、 

式中的导数給出溫度改变时使外加磁場恰为临界場所需 
的压强 变化。 

临界場及帥的物理意义，要比用超导柱体的行为来定义它 


:. O ： .不言而喩，应該把这差値与#从零‘变到时超导体体积的改变（磁致伸 
綰）区刖 开来。 后者可由 （43.5) 式求得 

‘ .…， V 8 { P y T )- V ^ P 9 T )^^^(^\ . 

C7T \ OP / X 
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庚体現出来的更为广泛。 等式丑 是祠一物体•內超导相 （4 

I 

和正常相 O ) 的分界面上各点所必須滿足的平衡条件。这可从下 
面的簡单討論明显看出。如果柱体在恰好等于丑 m 的纵向磁場 
內，則磁場的边界条件以及热力学稳定条件，对午物体的內柱体部 
分在超导态內而外部分在正常态的全部状态都必須同样得到滿 
足。这时在分界面上， H = Hm 。 由此可知，的$界面 
相对于它的位置而言处于“中性平衡”。这也就是表征相平&的特 

性。 . 

在交变磁場內，超导相和正常相的分界面是移 动的。 这种移 
动过程的动力学是相当复杂的，对它进行硏究，需要同时解电动力 
学方程和导热方程，幷考虑到相变时所放出的热量。我們在这里 
不作深入的硏究®,只是指出 w 相和 s 相間的 运动分 f 界面所应滿 
足的边野 条件。 

为¥导出这一边界条件,.我們来硏究以逮度 v (两相間的分界 
面的移动速度)运动的坐标系按照熟知的場变換公式，在坐 
标系 P 內的电場 E /， 可用靜止坐标系內的場 E ' 和 B 来表示，即 

E，= E+ 丄 [vB] 
c 

〔参閱 (49.1) 式]。因为在坐标系 1 T 內分界面是靜止的，因此在分 
界面上，适用 E ' 的切向分量为連績的普通条件，即 

[nE r ； H[nE] - 

( n 是表面法綫方向的单位矢量，指向速度 V )。在超导相內 , E = 0, 
B =0, 而在正常相內（在边界上），因此我們发現，在运 
劫的分界面上出現切向电場，它与磁場垂直，幷且等于 


① H . M . 栗弗席茲对这問題进行了全面的硏究 （®3 T $)，20, 834,1950; 
CCCr 90, 363, 1953) 0 
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广 43. 16) 


§ 44 . 中間态 


如果任意形状的超导体在場强逐漸增加的外磁場內，那末最 
后在超导体表面的某一点处，磁場値将迖到临界値丑而给本 
身則仍小于 Hm 。 例如，在橢球面上（位于与橢球一軸平行的磁 
場给內），磁場在赤道上具有最大値[参閱 （42 3) 式〕； 而考给= 
二丑财 （1 一 ％)时它已經达到 H 獅値。 

当公进一步增加，物体已不可能全部在超导态內。它也不可 


能完全轉变为正常态，因为这时磁場处处等于给。因此超导电性 
一部分遭到破坏。 

初看起来，似乎可以这样来設想这种破坏过程。随着给的增 
加，在导体体积逐漸增加的部分，超导性遭到破坏，而在相应咸小 


的部分仍然是超导态；当总时，整个物体都轉变为正常态。 
但是，容易看出，物体的这种状态在热力学上是不稳定的。为此我 
們記住，在超导相和正常相的分界面上，硪場与表面相切（其値等 
于丑 m ), 換句話說，磁力綫在这表面內。如果分界面向正常相一 
边突凸，則場的等势面垂直于磁力綫，将向正常相区域內敢开（如 
图22«內虛綫所示)。但是在等势面散开的方向上，磁場値减小, 



图 22 



6 } 


于是在斜綫区域內为 H 抑 
这和在这€域內存在正常态的假 
設矛盾。如果超导相的边界是凹 
向的，則这边界上的磁力綫过渡 
到超导区域的自由面上（磁場与 
它相切）有一拐点（图226上的0 
点）。但是在力綫的拐点处，磁場 
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变为无穷大，这又和超导体面上的边界条件矛盾。 . 

上面的討論实质上代表铁电体和铁磁体內形成磁疇結构的另 
一方面。而且根裾热力学的穩定条件，若在物体表面的某一点处 
磁場达到了临界値汉鮮，則物体即分解为許多平行而薄的相互交 
疊的正常层和超导层 a •朗道，1937)。超导体的这种奇异态称为 
随着 ㊆ 的增加，正常层的4体积也增大，一直到 
瘃全部轉变为正常态为止。 * 

应着重指出，在物体为任意形状的普遍情况下，全部体积不一 
定都在中間态內。其中也可能有純粹的超导态区域和純粹的正常 
态区域，它們都与中閧态区域相連，但彼此幷不直接接触。在这方 
面，上面提到的橢球体是最簡单的情况。在与橢球軸平行的磁場 
內，中鬨态发生在下面的范圍內： 

(44. 1) 

而且全部橢球体积都在这状态內 ®。 

, 中間 态內％ 层和 s 层的形状和大小，取决于整个物体的热力 
学平衡条件，这和确定铁磁体內硪疇形状的情况相似 （§ 39)。对前 
面一样，层的厚度决定于两种相反作用的因素 W 相与$相的分界 
面上的“表面張力”趋向于减少层的数目，即墙加层的厚度。层在 
物体自由面上的“脫出能”則起着相反的作用。物体的綫度增加， 
层的厚度也增加，結果在接近物体表面时必須发生层的分支現 

N • 

① 例如，在球体內，” ■，中間恣的区域扩展到音的范圍, 

在橫向揚內的样体，中鬨态的范，圍为丑财。在纵向場內的柱体， 

« = 0,中間态一靛不存&而当必="似？时， 超导电 牲完全被破坏。末了，对于橫向濞 
內的平行平風板，=1，在 為 < H 戴麻 的任何揚內，它都在中間态內。 

② 未分支层的厚度的計算，参閱本节例題 2 q 多分支层模盤的計箅，参閱 JI •朗 

• 道的論文， H ^9 T $, 13, 377,1943。 f 

E . M . 粟弗席茲和 lO . B . 沙尔維的論文，硏究了两模型的相 S 关系 3 AH CCCP 
79 783,1951。 

在一定的条件下（外濞接近于零或 H 似 D ， 热力学上更为有利的不是层状結构, 
而是“綫状”結构，参閱 E . R . Andrew , Proc . Roy . Soc . 194 A 98,1948。 
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象（其原因和铁磁体磁疇相同）。 、 

如果所硏究的物体內猶区域大于层的厚度，則描写中間态也 
可采用取平均値的方式 ( P . 派耳斯, F . 偷敦，1936)。在这种描写方 
式中，假定物体內部有磁感应强度豆，6的値从零(在純粹超导态 
內）增到(在純粹正常态內）。如果对中間态的物质我們添上 
一个不为零的咸应强度，則我們也必須对它添上一定的磁場“强 
度” H 。 为了求出这两个量的关系，必須硏究中間态的眞实結构。 

在正常层与超导层的交界面上，芷常层內的磁場等于由 
于假定了层很薄，因此可以认为，在整个正常层內，磁場都是这个 
値。在超导层內 ， B = 0。 因此，对比层的厚度大的体积求磁場的 
平均値,我們得到 ，平 均威应强度为式中〜是在正常 
态內的体积部分，其次，我們来求出物体单位体积的热力学势，幷 
且从相应于純超导态的値算起。在沒有外加磁場时，正常态的单 


位体积具有多余的热力学势^■①。当存在外磁場时，还必須加上 

07T 

磁場能量，于是得到因而在中間态內，单位体积的平均热力 

、 47T , 

学势等于 , 、 、 

= 且 ( 44 , 2 ) 

4tt 47T 

按照普遍規則，由热力学关系式得到 B 和 Fi 的关系为 


H = 4 tt 


9^ 

9 B * 


在現在的情况下，我們得到，矢量百与百平行，而它的絕对 


値等于 


H - H 


魏鬌， 


( 44 . 3 ) 


①这里我們略去了全部磁致伸縮效应。在这些条件下，代替热力学势的改变， 
我們可以說成是与屯相等的自由能的改变。 
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即有不依賴于感应强度的恒定値。 

: 如果将5对 H 的关系用图表示 
(图 23), 則超导态相应于橫坐标軸 
的04 段； JE 常态相应于 SG 直綫 
(5 = H )。 竪直綫 AS 段相 
应于中問态。 

% 

設 n 为平均磁場: i 綫方向上的单位矢量。我們写出百= 

€ 

二 H 獅 n , 幷代入方程 rot (沒有体电流时是正确的）后，于是 

得到 rotn = 0。 另一方面，因为 n 2 = l ， 所以 

gradn 2 = 2(nV)n + 2[nrotn] — 0, 

由此得到結論， （ nV)n = 0。 但这表明矢量11的方向不变。由此可 
見，平均磁場的力綫为直綫。 

把所得到的結果应用到中間态內的橢球上。对橢球內的均勻 
磁場， i 在下列关 系式： 

(1 + — _ 

B 和为任何关系时，这公式都正确。这里令互=丑_，我們得到 

B —(44.4) 

^ I ' 

由此可見，橢球內的平均感应强度，按照綫性定律随外加磁場强度 

•• ♦ 

而改变，从总 =(1—0 丑咖时的零値增到给=-丑_时的丑姑値。 

我們也可以写出中間态內的橢球的总热力学势茨的表达式。 
为此，我們从普遍公式 

出发[与 （31. 7) 式比較]，这个式子当 B 和 H 为任何关系时都适 
用。把(44.2)—(44.4)式中的 屯， H ， 5値代入上式，我們得到 

^°t = — ^) 2 

077 、 Tb h 



( 44 . 5 ) 
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( F 为橢球体 积）； 这个値从沒有外加 M 場时的純超导橢球的热力 
学势算起。对于外磁場给內的超导橢球，我們有 • * 

G _ 屬 

• w s = 「= 8 丌 (1 一 站) 

[按照 (3 L 3) 和 (42. 2) 式]。当给=/丑_(1 一 n ) 时， k 两式应該給出 
相同 結果。 

最后，我們着重指出，上面对中間态取平均値的描写方式，由 
于层的厚度比較大，实际上其精确度幷不大。由于同一原因，从上 
面的搏写中，一般漏去了与层状結构的特性有关的一些現象。其 
中一个事实是，当外加磁場增加时，从起导态轉变为中間态，实际 
上幷不是恰在治= (1 -«)丑_时发生，而是要稍迟一些。这种“延 
迟”的原因如下。当这状态成为热力学上穩定的，也即当茇* 

时，才轉变为中間态。但是层状結构，除了取平均値的描写中所添 
上的純“体积”能 （44. 5) 外，还有由于各层間存在分界面和在物体 
表面附近层的形状发生变化所引起的附加能。这种情况也使轉变 
点向磁場較强的一側移动 ®。 


例 題 


1. 試求中間态內的橢球的热容量 J 

遞 

m- 将 (44. 5) 式的热力学势对温度取微分，我們卽得到熵和热容量。略 
去含^物体热膨脹系数的項,我們得到 




VT 


—(1 —n) + min 

■ 


(撇表示对 T 取微 分)； 贫$是物体在超导态內的热容量(它对砮的微弱依賴 
关系，我們这里略去不考虑)。由此看出，在给 = 财的卓处，$变化 

时(温度不变)，物体的热容量从贫*突变到 

VT(l-n) 


8 


+ 


4irW 


mi 




①关于这一点参閱 247頁所指出的文献 4 
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然后，读綫性定律随§而改变到下列値（当给时)’ v 

% — 芒( ) + 音吨界 = % +盖抑 2 界， 


由此消去了增到贫 n 的突变。 

2.設+行平面板垂直于外加磁場给，試 
求中間态內平行平面板的 W 层和 S 层的形 
状和大小;假設层不分支(儿朗道，1937)。 

解. 》相和$相的区域代表与磁場方向 
平行的层，只在板面附近，层的平行平面性 
才遭到破坏 。 • 

'磁力綫（图24上的虛綫）只穿过 I 层， 
而且 s 层的边界也是磁力綫（由于在其上条 
件 J? n = 0) o 同时还考虑到在扑相和 s 相的 
分界面上，必須 H = H _ ，于是在 s 层的边 
界上的条件可写为. 

在段上： H^O I 

在凡4段和 CD 段上： 2^ + Hg = H 墓界 f 

⑴ 

(坐标軸的选擇如图24所示）。在离板很远 
处，場 H 必須与外場总相等，卽 



当欠―一 oo 时 H x = 為， II v = 0. (2) 

按照下列公式弓1进場的标势和矢势： 


-rr d<p dA „ d(p dA 

H - = n ， H ^ = -矿-石 

以及复数势切 = 9- 与 § 3 的第 3 苷比較 ） 0 

在每条磁力縴上 ， A =常数。假設一'力綫达到0点后分支为 OCD 和 OBA ， 
幷形成一个 s 层的边#，令在这力綫上 A ^0 o 在两相邻 s 层的边界上，汲値 
之差等于通过綫段 a = % + 〜的磁 通量，卽等于 W 此在全部 s 层的边 
界上，4値 等于给 a 値的整倍数。再引进“复数場 强”： 


v = iH y = 


dw 

dz 


z = 工 + iy 7 


我們 ^巴 条件 a ) 写成 
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在5 ( 7上： Re7j = 0 , 

在 BA 和 CD 上： 描界， 


(3) 


引进一个新的量: 


to 


r=e — 1 


⑷ 


幷把 w 看作 f 的函数。在全部的边界力綫上（以及在板外的延长綫上），量 f 
为实値：（=,古一1 0 

因为除一个常数外，是完全确定的，因而可以住意地选擇一点处的少 
値。設在0点处 ，9>= o 。 于是在这点处 ， r = o 0 在所硏究的边界力綫上，在 
离板很远处，：=一1(因当：1^一00时，我們有+ 00)。在 B 点处 
(或 c 点），磁力綫透入板內，我們把这点处的？表示为“。在 c ® 和瓦4的 
分支 _ b , f 从“变到00。于是条件 (1) 和 （3) 可以写成 


当 f = 一 1，巧=§， 

当 0< r < fo , Re ” = 0 ; 
当 fo < f ， |”1 

此外，函数〃 .( f ) 必須处处有限。 ^ 

条件 (6) 滿足函数 

1 一 [0 一 」—1 
f V rJ 


(5) 


( 6 ) 


H 




(7) 


在 f 为实負値时，两根为实根，幷取此处写出的正負号。当两根 

、 

为虛根，而且取为 _ _ 

” =《/争 ~/争 -1] 

号或“ + ”号分別相应于 OC 7 段和段。当 f > f 0 , 必須写为 • 


巧 =2 ?孩界 




u 


一 ”号或“ + ”号分別相应于段和 SA 段。“値由条件 C 5) 求出，幷等于 

办)’ ⑻ 


此处引用了符号 


将关系式釭 


dw 

V 


对 r 的实値进行积分，我們得到层的形状也卽是边 


界力綫的方程为 
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Z J v + 

把，; （ f ) 代入，分幵实値部分与虛値部分，幷适当地选擇积分常数，得到 CD 

力綫的参量方程为 ' 

c _ 

尤一2」 V 1 — f f + l 一 

u 

= tI Arf V ^~ VT：Ti Areh V ， ( 9 ) 

办 = y — Y - ^^"(—-arctgv/ f) 

l ' 

(y = 窄 •，是 oo 时的 y 坐标値，参閱图故） 0 

层状結构的周期 a 与 s 层和 w 层的厚度％和 a „ 的关系为 a ==〜+〜， 
< iS = a n H mo 第二个式子为完全通过《层的磁通量为連犢的必然結果。由 
此得 


a 8 = a(l — fe ), a rt — Aa . 

周期 a 由板的总热力学势取极小値的条件 定出 。在 w 相和 s 相的边界 
Jb , 由于“表面張力”的存在，使板表面单位面积的热力学势內出現下面一項： 

2 ZH |^ 




a 8 ： 


A. 


其:中 Z 是板的厚度，而表面張力系数表示为 A 为长度的量綱)。在 

計算这一部分能量时，在板面附近的层弯曲，当然可以略^去不計。 * 

在板的表面上，层的“脫出能”可以写为两部分之和。第一；〃层的体积 
比在整个范圍內保持平行平面性时所占的体积要增加，这就导室附加的能量 
为 


■ 矽 2 。去 Jcr — y ) 而警 l 

0 

(芮子 4 是考虑到在毎一个^ S 层的两側上有四个角一^例如图2 4 上的 S 

Cv 


和 C)o 

第二，在板的表面上，层的伸出引起磁揚內的系統的能量改变，卽改变能 
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量-负。板的磁矩由 s 层表面上的电流所产生。当磁感应的切向分量 

从 H 突变到0时，面电流密度为分=土$。因此，在$軸的单位长度上，在 

s 层的毎一边界面上的磁矩为. 

一 J ds (ds =\/ dx 2 +dy 2 ). 

OCD 


如果层不伸出到表面，則 OC 段不存在， M 在上，处处 y = r 。因此， 
四个角中毎一角的多余磁矩等于 


•- J h ds+ ]^- Ydx - 


OCD 


相应地多余的能量为 


一-警咖- 1*1 〆 = 

0 OCD ^ 

| (-T dx+yds) + ^H v dy^ 

CD OG 

用 f 表示的坐标怎和 2 /与 a 成正比。因此，十识2內的全部积分与 62 


成正比，于是这部分热力学势与 fl 成正比。 P 而矽3之和为① 
由上式取极小値的条件得出 

a= Jm- ' 

应該指出，在板面附近的沒层內，磁場可以比小得多，卽存在相当 

于图22, a 所示的情況。在現在的情况下，它在热力荸上的不利，可由阻止层 

■ • * . 

厚度进一步减小的表面張力能来抵銷 & 


①疢 2 和疥3內的积分不能用基本函数来表示，函数/(幻在 E. 栗弗席茲和 K). 
沙尔維的餘文內巳列成表(参閱247頁上的底注）。 


第七章准靜态电磁場 

§4 5 •傅科电流 

V 

到目前为止，我們只是硏究了恒定电,場和恒定磁場，而应用麦 
, k 克斯韦方程 

rotE = — — (45.1) 

C dt 

只是出于附带的目的，即推导磁場能量的表达式（§30)。 

物质內的交变电磁場的特征，主要决定于物谭的种类和場頰 
率的数量級。在本节內，我們来硏究在外加交变磁場內的大导体內 
所发生的現象。这时我們假定，場的变化速度不很大，而且滿足下 
面所提出的一系列条件。滿足这些条件的电磁場和电流，称为準 

* ‘舍先我們假定对应于（眞空內或导体周圍媒质内）場頻率^的 
波长 X 〜1大于导体的綫度 . 

Cl ) 



于是在任何时刻，描写导体外的磁場分布可利用靜磁場方程： 

div B = 0 ? rotH = 0, (45. 2) 

其中略去了由于电磁扰动傳播速度有限所引起的各种效应。不言 
而喩，'只在离导体不大的距离(小于 X )內，.才容許这#忽略（这在 
任何情况下对确定导体內的場是完全足够的）。 . 

导体內的完全場方程組包括 (45. 1) 式和下列方程 

①在各向异性物体內，在 （45. 4) 式右側，代替 oOE , 应为具有分量的:的矢量。 
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div B = (45. 3) 

rotH = -—crE. • (45, 4) 

c 

严格說来/其中第二式只是对恒定电流和 fe 定磁場而引进的。因 
此，还必須指出能够相当精确地应用这方程于交变場的条件。在 
(45. 4) 式內，电流与电場强度的关系由关系式 j = crE 得出，其中 cr 
为常数，屬于靜态情况。如果場的变化周期大于微观导电机构的 
特括时間，即存在这种关系。換句話說，場的頻率必須小千导体內 
电子自由路程时間的倒数。对典型的金屬而言（在室溫下），这条 
件所容許的胳界頻車，在光譜的紅外区域內 ®。 

但是除此以外，在現在的情况下还有另一个条件限制着場方 
程的应用。因为这些方程是宏观方程，因而假定了电子的自由路 
程长度小于場发生显著变化的距离。下面我們将再討論这一条 
件。 

在 (45. 1) 和 (45. 4) 式內， E 是由交变磁場所引起的威应电場 
强度。如 果已知 H , 則由 （45. 4) 式可直接求出場 E 。 从 (45,1) 和 
(45. 4) 式內消去 E , 得到 H 的方程为 

* (45. 5) 

, c 2 2 t <r y 

在电导率 cr 和磁导率 p 为常数的均勻媒质內，可以将因子丄 

- Cr 

从符号 rot 內取出，而按照 （45. 3) 式，我們有 divB ^ pdivH 二0。 
因此 AH ， 于是我們得到 方程： 

_①对于不良导体(例如半导体 )， （45_ 4) 式的应用还要求遒守另一个条件，它甚 
至是更强的 条件。 在这种导体內，同时引进电导率和介电常数是有意义的。于是在 

(•45.4) 式的右側，应添上一"項-丄它比 ^-- cE 小的条件为—。在良导体內（金 

C at C ' a» - 

m \ 在电导率仍可假定为常数全部頻率 E 域內，实际上士》1(参閱 2 C 0 頁上的底注）。 
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二翌，， • (45. 6) 

C" dl 

这个方程和方程 divH = 0 构成了确定磁場的完全方程組。应該指 
出, （45. 6) 式具有导热方程的形式，而且起着測溫系数 X 的 

^TTarjJj 

作用。 

、在导体表面上，磁場的边界条件可从方程本身的形状明显看 
出，和前面一样，这些边界条件为 

= (45. 7) 

(45. 4) 右側的表达式，由千它本身的局限性，幷不影晌其中的第二 
个条件。当 P 二1时，可以簡单地写为① 

H ! = H 2 . (45. 8) 

.为連績的条件导至 （rot H ： U 也是連續的，而且按照 （45, 4) 
式，导至 OEh 也是連續的。但在导体外 , cr = 0, 因此我們得到結 
論,在导体表面上， 

$ 

芯卜0， 

式中的上角标 （ O 系指导体內的場而言。和風^一烊，么=0^?„也 
变为零。由此可見，我們所硏究的方程組自动地使电流密度的法 
向分量变为零（在导体表面上）。換句話說,在所考虑的近似內，交 
变磁場的存在，幷不会引起导体表面上出現自由电荷。 

如果导体是复合导体，而且它的卷段的电导率不相岗，則仅由 
(45. 8) 式的边界条件，不足以对問題作出完全的表述。在两段 
导体的分界面上,除了 H 为連績外，还必須考虑到 Et 的連續性条 

①对于通常的抗磁体或順破体， M 非常接近于1,在下面的公式內計入 M , 对精 
确度的提髙沒有意义。与1相差很大的 M 値，出現在铁磁金屬內，楢写这种金屬的磁 
牲质（在很弱的場内）是利用犬的磁导率。但是在这些物质內， A 的色散 （ M 对賴率0 
的依賴关系）出現很早，从而使 M 实际上减小到1。由于这一情况，在本章备节內，我 
們假定 M = l 。 • 
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件；对磁場而#，这个条件表明 


(rot H)^ (rot H)^ 
1 ~ . . - ■ ■ ■ ■ ■ 



(45/9) 


建立了基本方程后，我們进而来硏究它們所描写的交变場的 


特征。 


假定导体是在某一时刻已移去了場源的磁場內。这时导体內 
» • 

的以及导体周圍的場幷不是立刻变为零，場随时間的衰减过程由 
(45. 6) 式决定。宴求出这种間題的解，仿照数学物理中的普遍方 
法，必須按下列方式进行。我們求出 （45. 6) 式的解为 

z ) e ~ y ^ 9 

其中 ym 为常数。对于函数 H m 0 i ；， y ,； o , 得到方程 

♦ , (45, 10) 

4 ttct 

在給定的导体形状下，这些方程只对的一定値有不为零的解 
(滿足必要的边界条件），这些値构成 (45. 10) 式的“本征値”。 
全部値均为实正値而与它們对应的函数 H m u 則組 
成相互正交的完全的矢量函数組。設在起始时刻的場分布为函数 
HoO , 仏幻所給出。把它按函数組展开： 

H 0 (x ， y ， z ) 二 ^!c m H 饥 O, y ， z). 


于是我們得到問題的解为 


①这点由下列方法容易证明。为了避兔必須計及导体表面的边界条件，我們从 
(45.5) 式出发，其中可以假定，在导体外， f 以連嫌方式趋近于零，在方程 


4 fT 


rot 


rot 


a * 


的两側乘上 H * f 幷对整个空間进行积分,我們牾到 


X I Hm I 

-此可以看出，取实正値 


dV 




H* rot 


rot 


dV 




rot 


\ 2 dfr 9 
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HO , y ， 名， 《) = ^ 2 c m e H ^ O , y , 2)， (45. 11) 


这个解給出場随时間的衰咸方式。 

場的衰臧速度主要由上述和数中相应于的最小値的項决 

定；設这个最小値为％。于是場的“衰咸时間”可定义为 r = 

从 (45. 10) 式可以看出这一时間的数量級。因为 AH 〜||(其中 Z 

t 

为导体的綫度)，因此， 



AttctV 1 . 



(45, 12) 


另一类問題是导体在頻率为 o 的外加交变磁場內的行为問 
題。透入导体內的磁場在导体內感生出交变电場，而这电場又引 
起电流的出現 (: 称为淨巧字平 X 从上面所指出的方程 (45 - 6) 与导 
热方程的相似性出发，場透入导体內部的特征，可以得到一 
般的槪念。从导热理論得知,，滿足这个方程的量，在时間 < 內在空 
間中“傅播”的距离約为 vi 。 因此，我們可以立即得出結論，磁 
場“透入”导体內的距离 s 的数量級为 



当然对由它所威生的电場和电流而言，惰况也是一样。 

在頻率为的交变場內，全部量对时間的关系由因子給 
出 P 这时 (45. 6) 式的形式变为 

AH=- 4 —(45. 13) 

我們来硏究两种极限情况。如果“透入深度” S 大于导体的綫 
度（頻率很小），則在第一近似下，可以令 (45. 13) 式的右側为零。 
于是，在任何时刻的磁場分布，将和离导体很远处的外磁場保持給 
定撤时的稳定情况的場分布完全相同。我們把这个解表示为 

t 
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这解与頻聿无关（更_一点說，頻率只包含在时間因子內)。 
于是，只在 C 0 的下一級近似下，才出現感生电場，因为在稳定情况 

下，这种感生电場一般不存在。这相应于卞列 事实： 按照 （45. 4) 式 

一 . 

从 H 般計算 E 时，我們得刹零 ，囟为 mtH 賊 = 0 。 因此，要算出 E ， 
必須应用 （45. 1) 式，按照这个式子， ， 

rotE ^ i — H a5jt . (45. 14) 

c 

于是这个方程和方程 divE = 0 [当 cr 在导体內不变时，由 （45. 4) 式 
得出 ] 就完全确定了电場的分布。应該指出，它与頻率 w 成正比。 

現在轉到相反的极限 情况： S « K 頻率很大)。本节开头所提 
到的宏观場方程的应用条件，要求 S 必須大于傳导电子的自由路 
程长度 ®。 

当时，磁場只能透入导体很薄的表面层內。在計算导体 
外的場时可以略去这层的厚度，也即是可以假定磁場一般不会透. 
入导体內部。在这种意义上，高頻磁場內的导体，其行为和恒定場 
內的超导体相同，而要計算出超导体外的場，必須解相同形状的超 
导体的相应的稳定問題。 、 

如果把导体面的各小区域看作平面，就可以在普遍形式下硏 
究导体表面层內实际的場分布。于是必須对平面所包圍的导电媒 
质，求出 （45. 13) 式的解,在平面外的場具有給定値，我們用 H Q e ^“ 
表示它。如上面所示，由对半无限媒质求出这問題的解，就可以 
得到这一矢量，这个矢量与导体面平行。由于边界条件 （45. 8)，,导 
体表面的磁場也等于 Hoe — 

选擇导体面为 M 平面，而且导电媒质充滿一半空間由 


①在金鵰內，实际上正是这个条侁最先被破坏（当頻率增加时）。条件 

1 * 

于电导率小的半导体，是一个更强的条件，其中 r 是自 由路择 时間。 
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于問題的条件对于方向$和 y 是齐次的，因而所求的勘場 h 只依 
賴于 S 坐标（和时間）。所以我們得到 divH = ^2=0, 因为在边 

aZ 

界上 H a = 0 9 因而处处 K 按照 （45. 13) 式，我們得到 H 的方 


程为 

式中 


9 2 H 

dJ 2 


+ fc 2 H = 0, 


h 


V Attctco - w 2 rrcrco • •、 


这个方程的解在离导体面很远处 O — oo ) 变为零， 
Jto . 

再考虑到3 = 0时的边界条件，我們得到 

H = H 0 e 4 ^ \ 

式中“透入深度”3定义为 


它与成正 


(45. 15) 


8 


c 




V 27TCTCO ^ 


k 


1 ±± 

8 


(45.16) 


現在利用 （45. 4) 式求出电場。，引进3方向的单位矢量 n ， 我 
們得到 


, E = V ^8^ (1-i)CHn] - (45.17) 

注意到芯〜 

如果磁場 Hoe ^ 是“綫极化的”，則由适当选擇时間的計算 
原点，可以使为实値。然后，我們逸擇这矢量的方向为 y 軸方 
向。取 (45. 16) 和 （45.17) 式的实数部分，我們得鹵 


H V ^H = H 0 e ^*cos 


Ex 二瓦 = H o 


47TCT 


e d cos 


(» 

(音一 - 


t )- 


(45. 18) 
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于是傅科电流密度 j = crE 的分布定律和电場的相同。 y 

傅科电流的发生，引起場能量的耗散，它以焦耳热的形式放出 
来。在1秒內导体內所耗散的平均（对时間而言）能量 G 等于 

<rWdV. 

也可以作为1秒內从外部流入导体内的平均場能来算出也即 
是积分： 

Q = ^ (45. 19) 

这积分对导体的表面进行 ®。 

我們从上面看到，在的极限情况下，导体內的磁場的振 
幅与頻率无关，而电場的振幅則与成正比。因此,在小頻率时， 
耗散能量 G 与 cu 2 成正此。 

在3«^的情况下，导体表面的磁場和电場，由 （45. 15) 式和 
(45. 17) 式求出，其中3 = 0。坡印廷矢量垂直于导体表面，而它的 
年均値为 

_而且如上面所指出的， H 。 沿导体表面的变化，可以由解相同形状 

①如果把任何两个量 aU ) 和 6 U ) 写成复数形式（与〜成正比)，則在計算 
它們的乘积时,首先当然必須取实値部份 # 伹是,如杲我們感兴趣的只是这乘积的平均 
値(对时間取平均)，則可以算出为 

实际上，含有因子 e ± 2 ia > t 的項在卒均后变为零，因此得 

+(ct + a*〉(fc + 6*) = +a* ft)* 

特別是，按照下式 

S = 卜 (45.19a) 

可以算出吾"为“坡印廷复数矢量”的实値部分。 
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的超导体外的磁場問題求出。能量耗散为 

j \n 0 \ 2 df. 




(45. 20) 


167T y 27TCT 

注意到，当高頻傘时，与成正比。 

能量耗散也可以用导体在磁場士所得到的总硪矩簷来表示。 
在周期場內，磁矩也是頻率相同的时間的周期函数。按照 (3.14) 

式，导体自由能随时間的变化由下列导数得出： 

' 


JL 


dt 


式中§是导体所在的外均勻磁場。 

从达个式子还不能庳接給出所求的能量耗散，因为导体的能 
量改变，不但由子耗散作用，而且也由于导体与周圍場之間的周期 
性的能量轉移。如果我們对时間求平均値，則后一部分为零，由此 
可見，单位时間內的卒均能量耗散为 


^ = — 


dt 


(45. 21) 


如果将虞和佥写为复数形式，則急= - 而 Q 可以算出为 


=^- Im { ur ^> (45. 22) 

(关于这里出現的因子参閱262頁上的底注)。 

一磁矩虞的分量是外磁場的綫性 函数： . 

, — V cti 5 (45* 23) 

式中无量綱系数 AfcO ) 决定于导体的形状和它在外場中的取向 

* 

(但与它的体积 F 无关)；假定这个式子內的簷和铪写为复数形式， 
于是量0^—般說来也是复数。張量 Va ih 可以称为整个导体的磁 
极化率 張量。下面将证明 （§ 88)，这張量是对称的： 

(4:5. 24) 

利用这一性质，可以写为 • 
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(聯 A + 蝴）= 

= Va iJC He {^ i ^)- 
此外，如果把复数量 Cta 写为 

j aoj = a;ft+ict ’:*， 

則对于耗散能量 （45. 22)，我們得到 

Q ~ (45, 25) 

z 

* 由此可見，能量耗散由物体磁极化率的虛数部分决定。我們 
从上面已看到，当頻率低时， G 与 to 2 成正比，而頻率髙时則与 
成正比。因此，可以作出結論，在这两种限情况下，量0^分別 

与 C 0 和 w i 成正比。当 C 0— 0或 cu — oo 时， a 〗* 都戚少，因而在中 
間区域內必有一极大値。 

、在交变磁場內，导体的硪矩主要是由于导体內的傳导电流所 
产生的；甚至当 p = l ， 靜磁矩变为零时，它也不为零。取 0—0 的 
极限，于是后者可从 4( a >) 得到。由此得出，硪极化率的实値部分 
、当时，趋近于定値 （ M = l 时趋于零），这定値相应于 
定磁場內的磁化强度。在 co —_的极限情况下，这时磁場不透入 
辱体內部，于是量《%趋近于另一极限値，相应于相同形状的超导 
体的靜磁化强度。 


例 題 


1. 試求均勻的周期的外磁場內半徑为 a 的各向同性导电球的磁极化 
率。 * ' 

解：球內的磁場 H ⑴滿足 方程： 

AH ci) +fc 2 H (<) = 0, divH (<> =»0 
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我們把这場写为 H ⑴= rotA ， 同时 A 滿足方程 AA + fc 2 A = > 因为 H 是軸 
矢量，因而 A 是极矢量。由于球是对称的，于是唯一与解有恒定矢量是 
外磁場的强度给。我們用 f 表示标量 方程： A /+ fc 2 /=0 的球对称 的解： 


/ = 


sinkr 

r 


于是滿足矢量方程 AA + fc 2 A = 0、 而且与恒定軸矢量公为綫性关系的 
极矢量 A ， 可以写为 

A = ^ rot (/^) 

(/ S 为常数)。由此可見，求得 H ⑴的形式为 

H ( °««pTOt TOt(/^) *= 

=/3^+& 2 / +* 2 /) n ( n $)， 

/ ^ 

式中 n 是 r 方向的单位矢量（利用方程 A /+ P / = 0, 二次导数被消去)。 
球外的磁場滿足方程 rot = 0和 div H ( e > -0 o 我們把它写为 

- gradp + 恐，而且滿足方程~ = 但在无穷远处变为零。这函数， 
与恒定矢量砮为綫性相依，其形式为 

9 ^ 一 otF 矣 V + 

由此可見，求得 h ⑻的形式为 

»•* 

H ( 0) = Fa grad ^ V |)+命 =*^[3 n ( n 总)一公]+ 恐. 

昆然地， aVS ^ 是球的磁矩，于是 Fct 是球的磁极化率（由于球的对 称性， 晖量 
Aifc 变成标量 <^ fc = ct 5 lfc ) 0 • 

在球面上 （ r =： a ), H 的全部分量为連續的。分別令与 n 平行和垂直的 
各分量相等，我們就可得到确定《和3的两个方程 o 对于我們感兴趣的磁极 
化率 (屬 于单位体积)，得到 

a==ar + ia ’ f 一 1C 1 - . 

. 3[ 3 5 0- sin (¥) _ 

a == —K ~/2a) f 2a \ ， 

_ chl — I — cosl — 
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a ” 


95 2 


16 ira 2 


a sh ( 宇 ) + sin ( 譬 ) 

T~J 2 a\ f 2 a\ 

Ch lij 一 cos U 


在小頻率的极限情況 T (5» a ), 

1 fay 4tt aW 
105 t,\ 5 ) 

a 2 < t < m > 


a 产 


105 c 


a "4 (D 




10 c 2 * 

对于頻率很髙的情況 （ 5« a ), 


心 -过 1 - Ufc 


a " 


0 s 


9 c 


16ir Cl 16ira\/2»r 


(T(mJ 


极限値 TV 


a 3 

"2 


相应于超导球的磁矩，而 《" 的値借助于 (45. 20) 式，利用 


超导球表面的磁場公式 (42. 3)，卽可求得^ 

2. 与上題相同,試求导电柱体（半徑为 a )在与其軸垂直的均勻周期外磁 
場內的磁极化率 o 

M - 这个問題是例題1的“二維类似”；下面的全部矢算是在垂直于柱 
体軸 S 平面內的二維运算，而 r 是这平面內的徑向矢量。柱体內的磁場为 

H (l) = p rot rot (/^) =^= 1 

= <4 +k2 f ) 给 - + * 2 /) n ( n $)， 

式中 /= J 0 ( fcr ) 是二維方程 A /+ fc 2 /=0 的对称解，它在 r «0 时取有限値。 
柱体外的場为 

H <0) = — 2 a 1 P r gTad (^ Vlnr ) 

= -恐]+ 枣 

■ 


<F = * a 2 )。 柱体单位长度的磁短为(参閱§3例題2)。和例題1 一样， 
当 r = «时，从条件 H w = HQ ), 我們得到 r 


If , 2 Ji ( fea)l 

2» tL afc Jq(Jco)j 


[此处利用了关系式 J r oOr )= 一 fcJ / fcr )]。 
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当时，按 k 幂展幵貝塞耳函数，我們得到 



当 d « a 时,利用貝 i 耳函数的漸近表达式，我們得到 



^ 3. 所求与 4 題相同，但磁場与柱体軸平行。 

* 解. 在整 i 空間內，磁場与柱体軸平行。在柱体外， = 而在柱体 
內,给，式中/是二維方程 A /+* 2 /-= 0 的对称解，当时这解变 
为 1 : . 

' H<i> 4 纖 

柱体內的傅科电流是环流的（卽在柱坐标系中， | 只有分量按照 

4 irj dH 

c dr 9 

从 H = 可以求得傅科电流的値。柱体单位长度的磁炬及=他 2 0 $是由 

俥导电流所产生的，其方向与柱体軸平行，幷且等于 

如 F — i 借 r2dr - 


計算积分后，我們得到 


a 


4«- 


1 2 

G J 0 Cka)J 


由此可見,柱体的纵向极化率只有例題2所求出的橫向极化率的二分之一。 
4. 試求导体球內磁場衰减系数中的最小値。 

球导体的 （45.10) 式的解中，包含 不同对 称性的函数。其中最对称 
性的是由任意恒定标量所定义的解。伹是由于下列原因，它不可能存在。 


因为 这种解 是球对 称的： H = H r (r )，而且由于方程 div H = ^ ^ ： (rH) = 0 ( 这 
式子无論在球內或球外都正确)，因而但是，这函数不滿足在球中 
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心上有限的条件。 ' 

、的最小値相应于由任意恒定矢 k 所定义的解之一。显然，这些解的形 
式与例題1內 所得到 的相同 ，所 不同的只是，在 hw 場內，必須略去常数項， 

因为在无努远处，必須 H -=0。 这时 fc 是实数量 ( fc 2 而矢量砮为任意 

.的恒定矢量。当 r = a 时，从边界条件 = 我們得到二个方程，从其 

中消去 a 和0后,-得到 sinfca = 0。这个方程不为零的最小根是 fca « ir ， 于是 
y 的最小値为 

§46 . 趋肤效应 

我們現在来硏究导体內流过不为零的总交变电流时，电流密 
度在导体截面上的分布。根据前一节內所得到的結果，我們可以 
預料到，当頻率增加肘，电流将主要集中在导体表面附近。这种現 

象称为手-苹 罕。 

精矗螘肤效应問題，一般說籴，不但依賴于导体的形 
状，而且也依賴于导体內电流的'激发方式，也即是依賴于产生感应 
电流的外加交变磁場的特性。但是一种重要的情况是假定电流的 
分布与电流的激发方式无关。、这就是导綫粗度小于其长度的細导 
綫內的电流。 

計算細导綫截面上的电流分布，可以假定細导綫为直綫。这 
时电場与导綫軸平行，而磁場矢量 H 在与軸垂直的平面內。 

我們硏究圓截面的导綫。这种情况特別簡单，因为导綫外的 
場形式可以預先知道。实际上，由于导体表面上的对称性， E ^ -常 
数(在任何給定时刻）。但是在这种边界条件下，在导綫外的空間 
內，方程 div E =0, rot E = 0 在整个空間內只有一 个解： E = 常数。 
根据类似的原因，导綫周圍的磁場，将和流过的恒定电流等于交变 
电流瞬时値时的导綫周圍的磁場相同。 



在导綫內，电場滿足 方程: 


厶 E 


47TCT 3E 

了百， 


这个方程和 H 的方程 （45. 6) 相同[我們从 (45.1) 和 （45. 4) 式內消 
去 H , 即可得到这+方程，和由消去 E 得到方程 （45-6) —样]。在 
z 軸为导綫軸的柱面坐标系內，場 E 只有0分量，而且只依賴于坐 
标 r 。 对于頻率为 o 的周期場，我們得到 方程： 

淡署 )— ， 卜孕斗 ， （461) 

式中 S 是前一节內引入的“透入深度 ”(45. 16) 0 这方程的解在 r = 
= 0处为有限，这解为 

丑二 私 =常数 tJoOOe-w (46. 2) 

( Jo 是貝塞耳函数）。电流密度丑按相同的定律分布。 

按照 (45. 1) 式，从电場求得磁場 H 严 H 为 

■ * 

- H 9 = (rot E )^= — (46. 3) 

C oT 

注意到 Jo ( u ) = 一 JtOO , 我們得到 . 

H = - i •常数 (46. 4) 

o 7 

其中的常数和 （46. 2) 內的相同。在导体表面上必須丑=¥， 由这 

OGr 

一条伴可以很容易地定出这一常数，式中0是导綫的半徑，而/为 
流过导綫的总 电流。 

在頻率很低的极限情况下在导綫的整个截面上，可 


以只取貝塞耳函数展开式的头几項: 


，心常数•卜去(子) 2 —鉍钉] 6 —， 

^常数 ♦ 亨 -i(i) 4 ] e " 


(46. 5) 
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E 的振幅和电流密度的振幅，随远离导綫軸与 
地增加。 

在相反的髙頻率的极限情况下在大部分的导綫截面 
上，可以利用熟知的漸 近式： 

Jo ( uV 2 i ) (46. 6) 

这个式子当貝塞耳函数的宗量为大値时可以应用。只保留变化得 


1 + Qf) ] ^ ^ ^ 


最快的指数因子，我們得到 

1 


常数 •（ l + i )/ 


(宁— 

e f 

(宁一 以） 


(46, 7) 


这些式子当然与 （45. 15)—(45. 17) 式相同，在强趋肤效应时，对任 
何形状的导体表面都能应用。' 

在导綫截面不为圓截面的普遍情况下，精确計算趋肤效应是 
一个非常复杂的問題，因为这时需要同时求出导綫內和导綫外的 
場。只有在强趋肤效应的极限情况下，問題才又得到簡化，因为这 

时导綫外的場可以定义为相同形状的超导体外的靜态場 （§ 45)。 

' ■ 

还应該注意到，在强趋肤效应的情况下，导体內的电流分布， 
不但在細导綫內，而且在任何粗度的导体內，都完全是单値的（不 
依賴电流的激发方式）。这从§42內所指出的超导体圓环內面电 
流分布的单値性，可以得知。 


§47 . 复数电阻 

只要交变电流的頻率很低，綫性迴路內电流强度的瞬时値 J (0, 
就可由岗一时刻的电动势的値 S ( t ) 求出： * 

K<)=i2J ⑴， 


(47. 1) 


§47. 复数电阻 
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式中五是导綫对恒定电流的电阻。 .v u 

»... , > f 

但是，在任意的頻率下，我們沒有任何理由期望在同一时刻的 
&値和 J 値之間存在綫性关系。我們只能断言，在以前任何时刻 
內， J 0) 値必須为 &(«) 値的綫性函数。这种綫性关系可用符号表 
示为或者写成逆关 系式： 

. g - ij , (47.2) 

式中备 为某一綫性算符①。如果将函数和 JG ) 展开为傅里叶 
級数，則对于其中每一“单色”分量（与时間的关系由因子 表 
示），由于算符長是綫性的，因而由算符会作用的結果归結为乘上 

某一个量尽它与頻率値的关系为 

. $=Z(co)J. (47. 3) 

函数名 ( o ) —般說来是复数,称为导 体的； 或 Pf 年。 

由比較 （47.3) 与 （47.1) 式明显看 f MS 的为函数 
展开为似的幂級数內的零次項。惡求出其次的一項，除了考 
虑到 i 2 外，还必須考虑到导体的自咸 H 

我們来硏究接有交变电动势的綫性迴路。按照电动势 
的定义，1秒內电場对导体內的运动电荷所作的功为^/。这功一 
部分轉变为焦耳热，一部分消耗于改变电流的磁能。按照及和 I 

的定义，1秒內导綫內放出的焦$热为 KJ 2 , 而电流的磁能为 
因此，能量守恒定^可表示为 

或 


①我們 在这里 不詳細地討論 这算符的普遍性质，因为它們和将在 §§58 和 62 內 
詳細討論的€的箅符的性质完全相似。 / 

@在这里 和以后，我們把 R 和乙理解为对恒定电流而言的量。 
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色 = RJ + (47. 4) 

为了运用二項式 （$ J ， J 2 )， 必須把 S 和，写成实函数形式。但 
是，在导出了綫性方程 (47. 4) 以后，我們可以取复数形式的单色分 
量: $ = 6 0 e - w ，' 于是 (47. 4) 式变成代数关 系式： 


(47. 5) 


C 47. 6) 


由这个公式可以求出电流的振幅和电流与电动势間的相差。 

(47. 5) 式的实数部分和决定电路丙能量耗散的电阻 f 相同 D 
容易看出，在么 O ) 为任意关系的普遍情况下，在 ReZ 和 fg 量耗散 
之間存在类似的关系（保持电流强度不变）。 

拇迴路內維持周期电流所消耗的功率对时間求平均値，我 
們就得到不断地补偿耗散損失的那部分功率。于是，迴路中1秒 
內的能量耗散 G 为 


6 




(JR -戋 coLy ， 


由此榑 


Z 






在关系式中取出实数部分，我們得到 


J(0 = 


悉0 




COS Ccot — <p)y tg9 = 一 




式中 6 和 J 表示为复数形式（比較 262 頁上的底注）。将3=幻代 

入，幷分別将名的实数部分和虛数部分表示为％和名" ① ： 

* 


Z=Z+iZ ,r y 


①有时称它們为有软电阻和电抗。 


(47. 7) 



我們得到 


§ 47.. 复数电阻 
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或者利用实函数 JU ), 

Q = Z f Oo ) J % (47. 8) 

由这个式子可得到所求的关系式。 

应該注意，旣然 G 为实在正値，因而 Z 也总是 正的： 

方〉0_ (47.9) 

我們来計算任意頻率①时圓截面导綫的也即是达时不 
略去趋肤效应。为此，我們再利用写成另一种形式的能量守恒定 
律 。 

把功率 6 J (& 和 J 是实数式）分为两項，其中一項表示导綫外 
的磁場能的变化，而另一項表示导綫內所消耗的总能量（包括場能 
变化以及热量放出所消耗的能量）。第二部分可以計算为1秒內 

鲁 

通过导体表面流入导体內的总能量流。由此可見，我們得到 

J&== 丢 ( 替 )+ c ~i^ 27ral =~ J l+i cEHal ， 

式中厶是导綫自感的外部分，万和丑是导綫表面的电場强度和磁 
場强度，9为导綫的半徑， Z 为长度。磁場 H 与电流 J 的关系为 

丑=1。因此，用 J 除上面的等式，我們得到 
ca 

这个方程是綫性方程，因此，可以化为复数形式。于是 

^=^ zj = -气 f 々+ m ， 

由此得 


①伹是，当然滿足准靜态的条件。 
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7——^ T 4-^ 

幺一 _一 + 了 


ico r T 2EI 


(47；10) 


在任意頻率时，必須代入 （46. 2) 和 （46. 4) 式內的 五和丑 ，于是 


得 


Z = 


io) T 
~^ Le 


+ R 


ah Jo(a^) 


(47. 11) 




2 Ji ^ ah ) 1 

• \ 

•)。 在弱趋肤效应的情况下，我們利用展开式 （46. 5)，計 


算精确到( I ) 4 次的項，幷取出实数部分，我們得到 




B 


^ { 1 / rroroya^ 

1 + 斌 —」• 


<47. 11 a ) 


相反地，在强趋肤效应的情况下，由 （46. 7) 式，我們得到 


Z n ^- 




Z f ■- 

l 

1 ' 

28 

ca 

a 

CO 


CO 




lc 


d\/2 


TTCTCO^. 


(47. 12) 


从 (47. 1 U ) 式看出，当 


^ nrcr ( oa A 


《12 


c 


时，可以假定 Z = i 2, 同时 


ojL 

~ Z r 


( TTcrcoct 2 ) 


21n 


c 2 B \ / a 

[ i 从 (33. 1) 式得出]。与上面的不等式比較，我們看到，設在某頻 

率区域中可以利用 （47. 5) 式而不必略去其中的自感，則这区域，依 

% \ 

賴于此値而且是比較狹窄的。 

CC 

但是实际上，最重要的情况是电路內自威的主要負載者为接 
入电路內的綫圈， 这綫圈 的自感免拉长导綫的自咸大得多（参閱 
§33)。在这种电路內，可以应用 （47. 5) 式[也即是 （47. 4) 式，其中 



§47. 复数电阻 
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• B 和 i 为常数]的頻率区域是相当寬的。 

我們設外加交变磁場可以用任何方式产生，来硏究这磁 
場內的迴势。我們用表示导体不存在时由交变磁場 H e 所咸 
生的电場。和 H e 相同，在細导綫的粗度范圍內， E € 的变化也很小 
(这与导綫內流过的电流的場相反）。因此,可以硏究 E e 沿电流迴 
路的循环，而不必表示出这迴路通过导綫內的精确位置。这种循 
环量即是外加交变磁場在迴路內所感生的电动势按照麦克斯 
韦方程的积分形式，我們有 

V 

S =( f ) E 6 rfl - 一丄吴—丄 (47. 13) 

J C dt] c at 

式中％ 是通过所硏究迴路的外場的磁通量。把这表达式代; V 方 
程 (47 D , 我們得到 

(47 . 14) > 

如果把含有自感的項移到等式右側，則这方程可以写为 

o r 1 d < P e L dJ 1 d < t > 

、 c dt c 2 dt c dt y 

式中<1>==<1^ + ^~丄《/,是外加磁場和电流的磁場的总磁通量。这种 

0 

雩 

形式的方程表示全电路的欧姆定律，也即是表示在电路內財等 
于总电 动势。 

> 

表示欧姆定律的 （47. 14) 式的表述形式，也可以推广到电路形 
状随时間而变化的情况。这时自威 i 为时間的函数，而 (47. 14) 式 

- 4 

变为 

(47 * 15 > 

从能量守恒定律推导这个式子时，还必須考虑到导体发生形变时 
所消耗 的功。 
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如果有者印个互相靠近的迴路,其中的电流为忑，則对每一 
迴路而言， (47. 14) 式中的<!>,为其佘各迴路(以及，磁場，如果存 
在的話)所产生的磁通量之和。由电流八所产生&通过电流为人 

的迴路的磁通量为 L 為 ，式中 是 賒迴路 的互感系数。因此， 

我們得到迴路內交变电流的方程組为 

从 + |2^眷=心. （47. 16) 

b 

对6的求和包含自感項 （& = a )， 而心 为在电流系統外的場源在第 
a 个迴路內所产-的电 动势。 

对周期电流(单色电流）而言，微分方程組 (47. 16) 变为代数方 

(47.17) 


(47.18) 

构成“阻抗矩陣”。和 (47. 5) 式类似， （47. 18) 式代表函数 
展开为頻率的幂級数的头两項。 

应該注意到，在这种近似下，不存在迴路对阻抗的实数部分的 
相互影响。这种影响的产生是由于一导体內的交变电流的磁場在 

I 

另一导体內产生傅科电流，因而引起附加的能量耗散。对綫性导 
体，这种效应可忽略不計。但是在綫导体附近存在大导体时，达种 
效应就能察觉 出来。 

末了，我們来硏究一个問題，即本节所得到的綫性迴路內交变 
电流的方程和任意导体內交变磁場的普遍方程的联系如何。我們 
从最簡单的例子来硏究这种联系，即硏究《 =0时移去了迴路內的 


程組: 


式中量 


b 


Z a ^ ― ^ab^a — 


48. 准稳定态•电流电路內的电容 
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桓定电动势 S 。 所产生的电流。从 (47. 4) 式，我們有 

N 

«/=鲁 当 ^ <0, 

v 

， (47. 19) 

乎 * 当《 : >0. 

我們看出，在电动势移去以后/电流按指数定律随时間而衰 
戚，其衰戚率为 、 ■ • 

y = ^. (47.20) 

JU 

从精确表述問題的观点看来，这个 y 値是由解給定导体“精 
确方程 (45. 10) 所得到的値中的最 小値， 在綫性导体的値 

中，有一个最小値，其数量級比其余的値小 倍；这也 就是 

(47. 20) 的値。 

, k , 、 、 

§48. 准稳定态电流电路內的电容 

交变电流和恒定电流不同，不徂 可以在 、閉合电路，內流过，也可 
以茬开电路內流过。我們来硏究綫性迴路，这电路的两端和电容 
器的两板連接（两板間的距离很小）。迴路內有交变电流流过时， 
电容器的两板将周期性地充电和放电，同时起着开电路內电流的 
“ 发源点”和“汇合点”的作用。、 

由于电容器两板間的距离很小，因而和前面一样，可以令电流 

的磁能等于¥，其中 i 是用一短导綫联接电容器的两板所得到的 

• « 

①严格說来，这些公式当 f 很小时不餡应用，由于这时在函数的傅立叶展开式 

/ 

高頻率項也很重要，因而不能利用 （47.4) 式。徂是在很短的时間間隔内，电滴 J •来 
不及显著改变，因而由 （ im ) 式可以相当精确地求 m 以后时 刻的电 流値。 
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閉合电路內的自咸。伹是应用能量守恒定律时，除了考虑磁能外， 


还必須考虑电容器內的电場能。后者等于 i ， 其中 C * 为电容器的 


电容，而土 e (纟）是电容器两板上的电荷。和推导 (47. 4) 式一样， 
我們得到① 

但是电流强度 J 等于一板上电荷的戚少率或另一板上电荷的增加 
率： 


J — 


Tt 


用 J 除前一方程的两側，幷将其中的 J 用名表示，我們得到 

、 


(48. 1) 


，•这也就是所求的接有电容的电路內交变电流的方程。 

如果6是頻率为^的时間的周期函数，則方程 (48.1) 变成3 


，与电荷 e 間的代数关系式，或者是$与电流 /=- ic ^ e 間的代数关 
系式。因此我們有其中阻抗幺由下式决定： 

Z = “48.2) 

r 4 

从关系式■內取出实数部分，我們得到 

Zi 

(48. 3) 

吻 T (_- 点 )：!’ 

由这个式子可求出有外加电动势 @ = SaCosc ^ 的电路內的电流 


JW 


S) 0 OOB(cot — <p) 


R ^ + 


(字 



①在这一节內略去了趋肤效应。 


48. 准稳定态电流电路內的电容 
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强度。 . ' - 

如果$ = 0,則电路內的电流代表“自由的”电振蕩。这种振'蕩 
的頻率（复数形式）由条件么=0得出，由此得 、、 


_ 二 .i?c 2 , /^ 5 ~ /^C 2 V 

土从而 - (jIT) • 


(4 a 4) 


根据根号前正負号的不同，我們或者得到衰减振蕩衰戚率为 

威者得到純粹的非周期性的衰减放电。在丑―0的极限情况 

下，我們得到非衰减振蕩，振蕩頻率由熟知的湯姆逊公式得出： 

" * * • • • 

(48. 1) 式可以亭接推广到带有电容器的有儿个电感耦合的迴 
路的系統上。第及冬迴路內的电流 人与相 应的电容器两板上的 
电荷土 e a 的关系为 


de a 

~dt J 


代替 （ 4 8. 1) 式，我們得到方 程組: 




(48. 5) 


对于周斯(单色）电流，这些方程变成代数 方程： 

= • (48. 6) 

而且矩陣之名 a 6 由下式得出： 

Zab = ^ ab(^Ra ^ (48.7) 

电流系統的本征頻率由 ^a = 0 时方程 (48. 6) 的联立条件得出，也 

即是由下列行列式等于零的条件得出： 

\Zab \ = 0 . 


(48. 8) 
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如果电阻丑不为零，則全部“頻率”有虛数部分，也即是电振蕩是衰 

• •* X ■' * r 

•减的。 • • 

•9 

我們注意到，方程 (48. 5) 在形式上与有几个自由度幷作着小衰 
减振蕩的系統的力学运动方程相同。这时起广义坐标作用的是电 
荷 e «, 起广义速輿作用的是电流 J a =〜。 系統的“拉格朗日函数” 
为 — 


(48. 9) 


^ - S"20 ^ + e ^ am 

、 ayb^ a , a a / 

电^系統的磕能和电能分別起着力学系統的能和势能的作用， 
而 S a 相应于使系統发生受迫振蕩的外力 。丑 a 包含在“耗散函数 I 


內: 



方程 (48. 5) 与拉格沾日方程 相同: 


d 3^ 2 g £ _ 9 R 

d t> ^6 U 3 合 Q 9 必 Q 


(48. 10) 


(48. 11) 


例 題 

( • 

i . 試求含有自感 L 和 i 2 以及电容 Q 和 c 2 的两个电感耦合迴路內电 
振蕩的本征頻率;我們略去电阻禺和取不計。 

解.所求的頻率从下列条件得出： ^ 

I I ^ z 11^22 ~ ^12 2=2 Oy 


式中 


z 


z 


12 




t ( a T 

力 2. 


去 ) ，幺 22 


，’(許 




、cj 


由計算給出: 


如1， 


c 2 


X 3 gi +1 2 (7 2 平 [(ZmC! — L 2 C2y^^Oi02L 2 nl 1/2 

^ cTcZlj ^ 17 !^ ■ 
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两个頻率都是純突数，这是略去电阻禺和 By 的結果。当 I ； 12 — 0时,頻率 m 

和^趋 近于; 和^这相应于两个迴路分幵振蕩。 

2. 与上題相同，但电路由^阻电容 C 和自感 i 幷联而成。 

、解. 电路的三个分路的阻抗等于 、 

Zi — By Z 2 = : ^^y Z 3 =— 

分路內的电流的关系式为 

J l +^2^* t ^3 ==: 0, 

ZyJ\ — Z*iJ 1 ^ 

由此得到方程： 


h ^~ k + k^ 0y 


这个方程的解給出 


2BC 


Vi ^ 


4 R 2 ^ 


3,試硏究由无限个相同网孔依次串联而成的电路內电振蕩的傅播，网孔 
的阻抗为 


么一 -士 )， 


电路如图25所东。試求电路內电振蕩无衰减地傳播的頻率区域① 


Q ** Z z Q aw 


K 25 

解.•我們定义电流夂为毎:一网孔內的迴路电流（图邡)。第 a 迴路的克 


①准稳定态理論应用于这种周期电路的条件是每一网孔的綫度小于“彼^ 
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希霍夫方程为 i 

* • 

Z\i a +Z 2 (2,i a — — i a +i) =0 ‘ 


这是常系数的綫性差分方稃（对整数变数* 
为 

乙=常数•扩 

对于参量我們得到特性方程为 


菅)。于是求得它的解的形式 


設 


g 2 一 (2+ 衾) g + ]=()• 


^2 


这相应于 J 釣値在 


C 2 


和 


4/G + 1/CS 


⑴ 


L\G\ 4Z ； 2+ii 
之間。因此方程 (1) 有两个复数共軛根，其模量为忪1=1。这表明从电路的 
—个网孔轉到下一个网孔时，电流的振幅不衰减，也卽是电振蕩在电路內无 
衰减地傳播。在这种情 呪下， 如果我們令 g = 是电路—网孔的长 

度)，則 ft 为电路 B 傳播的电振蕩的“波矢量”。按照普遍法則，算出傳播速度 


从 为 导数： • 

、 diM) " 

W == dfc - 

如果 w 在所指出的范圍外，則方程 (1) 有两个 实根： gt 和3 2 ;因为2设 2 -= 
=1,因而其中一根(設为奶)的絕对値小于1,而另一根(設为 A ) 大于1。容 
易看出，这表明电路內的电振蕩不可能无衰减地傳播。为了査明其中的原 
因，我們来研究一很大而有限长的电路。在电路的起端注入初始振蕩脉冲， 
而将电路的另一端用某种方式閉奋起来。在数学上描写电路一端的閉合性 
是利用某种边界条件，由这种边界条件，在通解 

ta = c 1 gr ( a fc ~ a ) + c 2 g 2 ~ ( ° fc - a> 


( a fc 为电路一端的“坐标”）內，可以求出系数的比値当通解取上面的形式 

时，这比値的数量級为1。但是这时随着(％ - a ) 的增加，第二項(其中 | g 2 |< 
<_1)很快地变得比第一項小。这样一来，差不多在全电路內，除了端点附近的 
一小段外，解的形式都为 i « = qgrW ^， 其中 ( ij 从电路起端向末端而减小。 • 


49. •导体在磁場內的运动 


283 


应該着重指出，这种衰减不具有耗散吸收的特征（由于电路內无电阻，孑 
存在产生它的原 因〉； 可以把它形象地描写为振 I 蕩脉冲从电路下一网孔反射 
的結果。 ; 


§49. 导体在磁場內的运动 

在前一节的叙述中，暗中假定了导体在电磁場內是靜止的（对 
参考系瓦而言， E ， H 等即是在这参考系內定义的）。特別是，电流 
与电場之間的关系 j = crE ,— 般說来，只适用于靜止的导 

为了求出运动导体內电流和电場的关系式，我們从参考系咒 
变換到另一参考系其中导体（或者它的某一部分）在所考虑的 
时刻是靜止的。在这参考系內，我們有 j = orE f , 其中耵是 f 內 
的电場强度。但是按照熟知的場变換公式， E /用瓦 系內的場表示 
为① 、 

E f = E + —[ vB ], (49.1) 

^ c 、 

擊 

式中的 v 为参考系相对于参考系[的速度，也即在現在的情况 
下,为导体的速度（自然，我們假定它小于光速）。这样一来，我們 
得到 ' 

- sr 

j=<T( E + 去 [vB] 

这也就是确定运劫导体內的电流与电場的关系的公式。对于它的 
推导还必須作如下的說明。从一参考系'变換到另一参考系时，我 

們只是变換了場，而电流 j 則保持不变。与〃时，电流密度的 

• - • 

变換可能导至出現高次小的附加項。但在 (49. 2) 式內，由場变換 
产生的第二項，一般說来不小于第一項，虽然它包含有因子例 

C 

♦ 

.①参閱“場論 5 ’第二版， §23. 电署强度和磁場强度的微观値用屯們的平均値 
e = E , K = B 来代替 • • 
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如，如果电場是由交变磁場的电磁感应而产生的，則它的数量級与 

f . - r 

磁場比較，将多包含一个因子 

当导体內有_定的电流流过时，导体內的能量耗散当然可以 
与导体的运动无关。因此，运动导体单位时間內所放出的焦耳热‘ 

的密度，用电流密度来表示的式子和靜止导体的相同。但代替 

• - CT 

乘积 jE , 我們現在得到 ® 

‘= j ( E + ~[ vB ] 



由此可見，在运动导体內 ， E + +[ vB ] 之和为产生傳导电流 

的“有效”电場强度。因此，在閉合綫电路 G 內所作角的电动势由+ 
列积分 铪出： 

r / 1 \ 

(49. 3) 


S=+(E + +[vB])c?L 


c 


按下列方式变換上式。根据麦克斯韦 方程 ： rotE 


1 9R 


c dt 


我 


們有 


O Kdl =| rotE ^ f = - 


s 


或者我們用 中表示 通过由电流迴辟 C 所圍成 的沒表 面的磁通量， 
則 ， 


© 从这公式看出，当导'体 在磁湯 h 运动时，导佟在打时間內所放出的附加热为 

-ij u[jB]rfr, 

式中 u = 为扣 时間內的位移。'这量与同一时間內由体积力 l [|B] 对导体 
所作的功大小相等，而正負号相反，由此可以解釋198 頁上所 指出的表面矛盾。、 


49. 导体在磁場內的运动 


? * 卜一兴乳，，' 

C 

下角标为 V = 0 的时間导数，表示迴路 C 的位置不变时由磁場的变 
化所引起的磁通量 变化。 

在第二項內，我們写出其中 rfu 为迴路元的无穷小 

/ at 

位移。 于是 



式中 cK =[ dudl ] 为电流迴路在时刻 
t 与时刻 t+dt 时所占据的两无限靠 
近位置 C 和 C 1 之間的“側”面汉上的 
面积元（图26)。因为通过任何 閉合面 
的总磁通量等¥零， 因而十 分显然 ，通 
过“側”面的磁通量，等于通过 C 和 CT 



所圍成的表面的磁通量之差。由此可見, 


\ 价 /5=常败 


式中对时間的导数表示磁場不变时由导体移动所引起的磁通量 


* 把这两項相加，最后得到 


c dt 9 


(49. 4) * 


式;中对时間的导数現在表示通过运动迴路的磁通量的总变化。由 
此可見，由 （49. 4) 式所表示的法拉第定律，对任何原因引起的磁通 
量变化都是适用的——无論是由磁場本身的变化引起的[这巳在 
§47內討論过，公式 (47 13)]，或由导体的运动所引起的，都是 
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一"样 o ' 乂、 4 

在恒定磁場內，磁通量的变化只由迴路的移动所引起。如果 
迴路运动时迴路上的各点都与磁力綫平行移动，永远不与磁力錢 
相交，則通过迴路的磁通量也不会改变/这种情况显然是下列事 
实的必然 結果： 通过任何閉合面的磁通量为零，而通过由运动迴路 
所搐成的“側”面的磁通量，在这种情况 T 也恒等于零（因为其中 
B n = 0)。 这样一来，可以說，要产生咸应电动势，在任何情况下，导 
体都必須橫穿过磁力綫而运动 o 

在运动导体內的电磁場由下列方程組 定出： 、 

f 

rotE=--— n 

rotH = —j=—E+ 丄 [vB] \ 

C C \ c / 

div B = 0. 

将第二式內的 E 用 H 表示，幷代入第一式，我們得到 

% 

■' — rot [ vB ] = — -^― rot ( r °: H ). (49. 5) 

在电导率 cr 和磁化率 m 为常数的均勻导体內，我們有 ‘ 

rot [ vH ] =— divH ^ O . (49 6) 

dt 4：7 TCT}Ji 

达些方程推广了 §45 內得到的結果。 ’ ' 

但是，应該瑣出，如果只有一个导体完整地 (即 沒有形变)在外 
磁場内运动，則采用与导体牢固連結的坐标系，可使問題的解答大 
.为簡化。在这种坐标系內，导体是靜止的，而外磁場随时間的变化 

4 

按照給定的定律，于是我們又回到了 § 45內所硏究的傅科电流类 
型的問題。•但是这种变換的可能性幷不是由于伽利略（或爱因斯 
坦）的相对性原理，因为一般說来/新坐标系不是慣性系。这两个 
問題的等效性是由于上面所指出的电磁威应与引起磁通量变化的 
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原因无关的結果。用純粹的数学方法可以证明这一点。为此，我 
.們展开表达式 rot [ vB ]， 幷考虑到 divB = 0 和导体 泰个地 运动时 
div v =0( 这等式表示导体的“不可压縮性”)。于是 （49. 5) 式的右 
边变为 

^+(W)B-(BV)v. (49. 7) 

雜 ， 

但是这总和不是別的，乃是 B 对时間的导数，它給出 B 相对 
于轉动#体的变化。实际上，头两項之和为对时閼的“实在”导数 


，，这导数給出以速度 v 运动的点处的: B 的变化。第三 項加相 


对于导体的取向的 变化: 在專体作純粹的平动时 (v = 常数），它等 

于零，当导体轉动时 （ v = [ flr ], 其中 12 为角速度），它等于 [nB ]。 

末了，我們来硏究磁化导体轉动时所发生的奇异現象，称为单 

极感应現象。它的实质是，如果利用两滑动接头（图27上的 d 和 

B ), 将一靜止导綫接到轉动的磁体上， 

則在导綫內就会有电流流过。計算产生 〃 

这种电流的电动势幷不困难。为此,我們 

首先变換到与磁体一道轉动的坐标系。 

如果《是磁体轉动的角速度，貝 I ]在新坐 

标系內,导綫轉动的角速度为 n (而磁体 

« 

靜止)。这样一来，我們得 到：导 体在由 
靜止磁体所产生的給定恒定磁場 B 內运 廚 27 

动；导体本身所 引起的 場畸变，我們略去不計。按照 (49. 3) 式，在 
导綫两端間作用的电动势由下列积分給出： 





爿 [vB] dl=^ { 

AC3 AOB 


[B[rXl]]dI ， 


(49. 8) 


幷对导綫长度进行积 分。. 由这个公式就可以求出所提問題的解。 


第七章准靜态电磁場 


例 題 


1. 試求在均勻恒定磁場內勻速轉动的导电球的磁矩 u = i ); 幷求 m 作用 
在球上的 力矩。 

. 解. 設在靜止坐标系內 G 軸沿角速度矢量 n 的方向），外磁場的分量为 
总 r ， 0 ，公 2 。在与球一起轉动的坐标系 f ， 17 ， Z 内，磁場分量为 

或者写成复数形式 . 

由此可見，在 S _1 和 W 軸上作用着頻率为 D 的交变場^这交变場所感生 
的磁矩为 

畢 

— FRela^} — V ( a r cos Q t +a ff sinQt), 

X 

« 

， FRe{a^} t=V^ x { — sinQt +a ,r cosQt), 

式中 Fa 是 § 45 例題 1 所求得的球的复数 _ 极化率。在 0 軸方向，磁場保持、 
不变，因而不产生磁矩 U = l )。 磁矩相对¥靜止坐标系的分量为 

4 

= Vof^ x ^ JC V = Va/ f ^ xy JC Z =^Q. 

由此可見，在本題內，乂和 a " 分別給出导电球的平行于和垂直于矢量％负 
平面的磁矩分量。 . 、 

作用在球上的力矩为 K = [泌给]。力矩相对于靜止坐标軸的分量为 
K x ^ Va f % x ^ z , t - Va .% x ^ z ^ K z = - Ta 〃极 • 

2. 設一均匀碎化球繞与磁化方向相合的軸而匀速轉动，試求均匀磁化球 
- p —极和赤道間所发生的单极感应电动势(参閱懷27)。 

^ m . 球所产生的磁場对于轉动軸是对称的，而且矢量 B 处处在子午面 
內（£^量 B，Ii 和 r 是共面的）。由直接的計算可知或簡单地注意到，在恒 
定場內， Tot[vB] 和给出矢量 B 相对于轉动物体的变化的 （49.7) 式相同。在 
現在的情况下，場的对称性使这种变化等于零。对轉动軸的20段和半徑 


进行积分，我們得到 


1 a r B 0 aa ^ 

S^ ^ 2 c 


Ca 为球的半徑,为球内的磁感应）。在均句磁化球 f3( 沒有外加磁場），磁感 
应和磁化强度的关系由方程 B o +2H=0 [与（8, 1) 式比較]与 B 0 -H-4irM 


加速度对电流的激发 • 2 B 9 

得出，由此痗到风引进球的总磁矩及，我們最后得到 

0 = - • 

ca 

3. 試求通过閉合綫性电路內的磁通量从某一定値（％)变化到另一定値 

(%>[不管由任何原因引起）时流过这电路內的总电荷。 

一 +00 

g - 所求的总电荷为积分其中 /( t ) 为电路內的感应电流。从数 

— 00 

* 零 

学观点看来，这积分是頻率为的函数 jr (0 的“傅立叶分量”。因此，它 

与电动势的相应分量的关系式为 

+ 00 +00 

J $dt =^Z( 0 ) j Jdt 

一 QO —CO 

[参閱 (47.3) 式]。代入 Z (0) = B(B 为电路对恒定电流的电阻）和 g = 



§50. 加$度对电流的激发 

» % 

在前1节內硏究导体的运动时，我們忽略了加速度（如果存在 
的話)可能卜生的影响。但是金屬的加速运动，等效于产生一个附 
加的償性力作用在傳导电子上。如果 V 是导体的加速度，而 m 是 

电子的质量，則这力等于 - m 々。 它对电字的作用和强度为的 

• ， e i 

电場所产生的作用相同，式中的一 e 是电子的电荷。由此可見，在 
加速运动的金屬內，作用在傅导电子上的“有效”电場为 

E f = E+^v. (5(X1) 

相应地，电流密度为 


200 
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j = a : E ; =cr( T ： + —v V 


(50. 2) 


把 E 用 （50. 1) 式的 K 表示，幷代入方程 

1 3H 


rotE 


9< 


(处处令于是 


把 v 写成相加 形式: 


rot E ; = —— ^ S--h —rot v , 
c dt e 


v = u + [ Hr ]， 


(50. 3) 


式中 u 为平动速度，而 fl 为导体轉动的角速度。对时間取微分，我 

們求得加速度为. 

/ 

v = u + [ fliv ] 4- [ Hr ] = u + [ uU ] + [ X 2[ nr ]] + [ llr ]. 

头两項与 r 无关，，因而在对坐标取微分时等于零。第三項可以 
写为 


[ n [ nr ]] = - grad [义] ， 

因此，它的旋度也变为零。最后,[心 r ] = 26 。 由此可見，把；代 
入 （50. 3) 式后，我們得到 


rot E ， 


1 3 H . 2 m 

十 


9 t 


e . 


A ， 


• 或者 


rot E f = 


1 9 H f 


c dt 9 


式中已引入 符号: 




e 


因为点 与坐标无关，因而方程 


(50. 4) 


(50. 5) 


rot H 


47T • 


1 §5^ 加速度对电流的激发 妁1 

仍保持其形式不变，若把其中的 H 用 H f 来 表示： 

rot H f = -^-^ E \ 、 (50. G ) 

、 c 

从 （5 (X 4) 和 （50. 6) 式內消去 E f ， 我們得到 HV 的方程为 

厶托=智專， (50. 7> 

c z . 21 

这个式子和靜止导体內 H 所滿足的方程相同。 

W , 

在导体外,磁場滿足方程 AH 二0 (假定波长大于导体綫度)； 
巧托也滿足这一方程。 

最后，在导体面上，除 H 外， FT 也是連績的。不同的只是在 
无穷远处的条件；这时玨趋近于零， 而托 趋近于一有限的汲限 
値 一 —2 mc^ Q 

• 由此可見，求非勻速轉动的导体周_的交变磁場 H 的問題， 

、 

与求場强为 、 

. 、 

’ ^ = _2 wc_ n (50.8) 

e 

的均勻外磁場內靜止导体周圍的磁場的問題完全等效。由后 
一問題的解戚去給，就可得到所求的导体外的磁場 H (e) 。 ① 

这样产生的磁場，和任何交变磁場一样，在导体內感生出电 
流。在单联导体內，这种电流表現为导体获得磁矩。在非匀速轉 

參 

动的圓坏內，这种效应表現为产生电动势(称为瓦特-托耳豪 
. 效应)。 . 

例 題 

丨 - 

1- 試求非匀速轉动球的磁矩（球的半徑为 a )。 假定轉动速度很小，以致 

/ 

①虽然公•式 (50.8) 內包含角速度 n ， 而不是它对时間的导数，但上面的全部推 
** 导以及所得到的結果,只是对非勻速轉动而言。在勻速轉动 ㈣ 由于迴轉 磁效应 所产生 
的恒定磁場为一小量，此处我 們不予 考虑。 
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件 a 


透入深度 d » a 。 • 

m . 球在磁場冷 (0(50,8) 內获得的磁短为 

JC = Fa $, . 

式中 f 为一七符，它对 函数公 (*) 的傅立 叶分量 的作用，由§46例題1所得 
到的公式得出。 如果頻率《使 5» a 則对这一頻率的分量，我們有 


15 c 


这个式子改写成下列形式 


Jt 


4 irf » CI 5 flr 


15 ce dt • 

后幷不显式地包含叫因而对未按傅立叶鈸数展汗畔函数 nCihwCO , 也是 
适用的(假定它們的展开式內主要只包含滿足上 i 条件的齒 率）。 

2. 假設細圓环繞与环面垂直的軸而勻速地轉动，試求勻速轉动停止时細 
圓备內流过的总电荷。 - 、 

麼.在§49例題3所得到的公式内，必須把伞理解为忿場的通量 
(50.8)。于是角速度从0变化到零时流过細圓环的总电荷为 


Jdt 




2 irff 


( b 为圓环半 & T 为导綫的体积)。 

3. 試求匀速轉动停止时超导圓环內所发生的电流。 

解.从通过圓环的总磁通量不变的条件[参閱 (42. 5)]，我們得到 


J 


2 mc 2 

eL 


a ^ rb 2 


mc 2 60 


2e[ln 莩 - 2 


CL 的 値参閱 237 頁上的底注 ） 0 


